﻿A doua carte cu PROBLEME CELEBRE 12tj Editura А Нэе ii os Coperta de VASiLE ROMAN Prof dr docent Florica T Campan A doua carte cu PROBLEME CELEBRE din istoria matematicii Editura Albatros PROBLEMA iNFiNiTULUi iN MATEMATiCa sau Povestea iui Epiinenide cel Mincinos Am hotarit sa-mi petrec cele patru zile de vacanta din jurul Armindi-nului la Cimpulung, unde ma chemasi' prietenul meu teodor Solonar, curios fiind sa atle   it mai repede impresiile cu care m-arn intors din Anglia   tu te-ai facut partas acestei monstruozitati, fara sa tremuri de indignare? lude gasesti echivalenta intre: "Toti crcta- 6 nii sfiit mincinosi", care-i tip de judecata antinomica’, si "eu mint" care, nici macar, nu-i judecata? Cum de ai acceptat uscaciunea acestei propozitii in locui luxuriantei atmosfere pe care o evoca declaratia poetului cretan? Nu ti-a sunat oare si tie in urechi, ascultind-o, vuietul marii? Nu ai simtit gustul sarat al aerului si n-ai zarit cretanii nedumeriti adunati in piata publica, intrebindu-se unul pe altul: "Ce i-a venit poetului nostru, sa spuna asa ceva? Daca toti cretanii sint mincinosi, atunci el trebuie sa fi spus o minciuna, caci si el tai pe loc Sa terminam iutii cu Zenon si pe urma urcam ia Rai in a! doilea paradox nu mai apare un singur element, ci doua clemente in miscare: Achilc si broasca testoasa Achilc cel iute de picior nu poate ajunge broasca testoasa care avea un avans de 100 di* pasi, cirid a inceput intrecerea Zenon arata ca desi Achilc alearga de 100 de ori mai iute ea broasca, atunci cind el a facut cei 100 de pasi si broasca a facut un pas, apoi, in timp ce Achile face acest P'as broasca face din ras si a sa mai departe Admitind ca dreapta se divide la infinit, va ramine mereu un spatiu de netrecut intre broasca si el Am impresia ca acest paradox este o varianta a primului Xu inteleg de ce l-a mai enuntat; Fiindca, asa cum ai remarcat tu insuti, aici e vorba de doua mobile Zenon insista asupra faptului ca nu numai miscarea absoluta nu-i posibila, dar nici miscarea relativa (a unui mobil (ata de un altul tot in miscare) Era necesara aceasta precizare si vei vedeam reluata si in celelalte doua paradoxuri, despre care astept sa-mi vorbesti Am sa o fac indata, fiindca acum am inteles mecanismul acestui paradox Nu-i asa ca, si in acest exemplu numai numarul segmentelor parcurse de broasca J j- — j- este infinit, pe cind suma lot' este finita jtio mm* si face exact 1 dintr-un pas al ini Achile? Lite, con-f Ui) 1 , ,11 1 troleaza mi calcului: 1 -’' iau Exact Vreau sa-ti precizez ca in aceste doua exemple Zenon combate posibilitatea de impartire nelimitata a spatiului si timpului, aniintindu-ti ca ipoteza continuitatii spatiului si a timpului (si deci posibilitatea de a fi impartite Іа infinit) era sustinuta de scoala lui Aristotcl Din contra, pitagoric icnii considerau ca numarul (intreg) sta la baza tuturor fenomenelor si prin urmare spatiul si t'inpul trebuie privite ea formate din puncte si clipe, adica din unitati indivizibile Celelalte doua paradoxuri combat ceastalalta conceptie si pe baza ei Zenon sustine atit imposibilitatea miscarii absolute, cit si a celei relative - Atunci lucrurile incep sa mi se clarifice, in cazul sagetii care, desi e azvirlita din are, nu zboara ci sta pe loc, Zenon arata ca aceasta se intimpla pentru ca o clipa sageata se afla intr-un spat iu egal cu el insusi si deci, in clipa aceia, sageata este in repaus Dar, de acolo ea nu se mai poate misca deoarece clipa este indivizibila! in locul sagetii, in cel de al patrulea paradox, Zenon considera scrii de corpuri egale ca marime si numar, asezate fata in fata, depla-sindu-se cu aceeasi viteza si in sensuri opuse imaginea 14 ar puii а li asemuita cu doua echipe de sportivi, aseza ie in monom una in fata ci1 lei lai te, gala sa а к rgc pe un stad ion Din cauza ae ), fixez pozitia initiala a c a depasind pozitia initiala numai eu un singur loc, prima la stinga si a doua la dreapta: (d)• a(), l>1(, c(), d(l (1) ; at, Іj|, Cj, d, (2) : a ,, b ,, ca d2 in prima echipa bj se afla sub an si la tel ct sui) l>" etc Asadar, fiecare alergator a inaintat cu un loc fata de pozitia initiala in a doua echipa, insa a se afla sub ct b" sub d, etc Deci fiecare alergator din aceasta echipa a inaintat cu doua locui i in loc de unul, fata de partenerii din prima echipa Dar pentru a trece peste doua locui i таi d ot fi observate direct si stabilite prin experienta, p ul ntaelementcu element, punindu-lc unele sub altele: 1 2, 3, 4, 5 2 4, 6, 8, 1(" Ba mai mult, tot asa slabi lese ca si sublim itimea minierelor impare este echivalenta cu aceea a numen lor intregi, sau chiar si cu multimea patratelor numerelor iuiiegi; 1, 4, 9, 16  — Aceeasi proprietati- o are orice multime infinita, in care elementele ei se pot ordona in asa fel ca sa fie in corespondenta eu acelea din sirul numerelor naturale 1, 2, 3 f autor a numit asemenea multimi multimi numarahile Toate au aceeasi putere: alef zero! — E adevarat ca rezultatul, prin fantasticul lui, este extraordinar de frumos Dar ( autor intareste si definitia data de Dedekind: "O multime este infinita daca o parte a ej este asemenea cu ea intreaga" ! As putea spune: partea este parte integranta a ei insasi! 23 — Exact asa si daca vrei sa mai zabovim prin acest tinut, vom face si putina aritmetica Sa vedem cit face Л"o -(-,> 2, c2, atl, 1>", cn ) - in adevar, asa ai reusit sa le pui intr-un singur sir, adica sa formezi o singura multime numarabila si deci daca, dincolo, la noi acasa, 1 -j- 1 -s 1 3, aici JA u 4"-A* j 4* Ato =ADi- Ba am sa-ti arat ceva si mai fantastic! Am sa adun o multime infinita de multimi numarabile — Acuma nu ma mai sperii i Prin generalizare, stiu ca vei obtine un altfel de alef! - Ba cred ca ai sa te sperii, si inca rau de tot 1 Obtin acelasi alef zero ! Ca sa te conving, am sa consider multimea numerelor rationale Ea este formata dintr-o infinitate de siruri infinite d   fractii, pe care ca sa ti le aduc in fata, am sa le scriu aici, punind in fiecare rind mimai fractiile cu acelasi numitor: f  2 3 4 5 fi w 1  1 A  1 1 1 i |L 2' з  4 5 " i 2 2 2 2 2 * * '   (  2  3 и Dupa cum vezi, asa nu se pierde nici o fractie, iar tabloul p- car - l-am format este un patrat deschis la dreapta si in jos si acum sa transformam tabloul intr-tin s:r, cu alte cu- 24 vintv, intr-o multime numarabila Aceasta se p a18 - *1 in • • • 0, Uji a^ a 23 a2U•• - 0, a p| aP3  i inteles, cred ca am notat fiecare numar printi-o frac- tie zecimala infinita, iar ordinea in care le pun este stabilita de primul dintre cei doi indiei Asadar, numarul al 5-lea este O ;iM a52 , a! doilea indice fiind acela care stabileste pozitia uneia dintre cele 9 cifre din numarul respectiv Ar insemna ca in acest tablou trebuie sa gasesc toate numerele dintre 0 si 1, daca ele -inl numerotabile Ori am sa-ti arat ca cel putin un numar nu se gaseste printre ele, desi el exista cu siguranta l'itc-1: m :,iiu :l->r a;t4 3p9 Acest numar se deosebeste de primul numar fiindca in ioc de аи se afla: a,,,,, unde prin aJn, am notat oricare alta cifra din Cele noua in afara de atl i i fel, el se deosebeste de al doilea numar prin cifra a doua: a2l in loc de a22 si asa mai departe, t'c ai sa-mi obiecteze 27 — Nimic in cele ce-mi spui aflu tentatie si gust d unitate de masura • stiu Fiind aleasa unitatea de masura si sensul, oricarui segment astfel masurat ii corespunde numarul care arata lungimea lui si invers, orice numar poate fi considerat ca lungime a unui anumit segment de pe dreapta iata dar corespondenta biunivoca intre multimea numerelor reale si punctele dreptei — Da, si aceasta corespondenta ne-a obisnuit sa credem ca punctele de pe dreapta se succed in ordine si daca aleg un punct de pe ea, pot afirma cu siguranta despre un altul, de pe aceeasi dreapta, daca se afla la stinga sau la dreapta lui Dar daca multimea punctelor de pe dreapta nu-i ntinia-rabila, ceea ce parea indiscutabil devine o iluzie Dar nu-i numai atit Ai vazut ca in aritmetica numerelor transfinite a-i a a, spre deosebire de rezultatul obisnuit a-t-a 2a Dar daca numarul transfinit este, cum presupunem, o prelungire, dincolo de infinit, a numarului finit, atunci aceste doua rezultate, care deocamdata se contrazic, ar trebui puse de acord Cum? Desigur ca revazind si rcgindind intregul continut al aritmeticii, incepind chiar eu definitia numarului intreg si in adevar, asa s-a procedat Pe la sfir-situl veacului trecut, Gottlob Frege, matematician si logician, bazindu-se pe teoria multimilor stabilita de Cantor si altii, defineste notiunea de numar intreg natura) iti amintesti, cred, ca doua multimi infinite aveau, dupa Cantor, aceeasi putere 28 — Desigur! Aveau aceeasi putere daca se putea stabili o corespondenta biunivoca intre elementele lor La tel ca si in cazul multimilor finite, unde, daca se poate realiza corespondenta biunivoca intre elenunte, atunci acele multimi au acelasi numar cardinal! — Ei bine, Erege cearca sa dea notiunii de numar cardinal al unei multim i un inteles mai precis decit acela pe care l-a dat Cantor si de aceea numeste cardinalul unei multimi M finita sau infinita, multimea tuturor multimilor avind aceeasi putere cu M Da-mi un exemplu, caci asa nu mai inteleg nimic Sa consideram multimea degetelor de la o mina normala Сц ajutorul ei pot pune in corespondenta biunivoca alte multimi egale Din toate aceste multim i se desprinde ca element comun lor notiunea abstracta de multime a tuturor multimilor care, puse in corespondenta biunivoca eu multimea degetelor de la o mina normala, le epuizeaza pe toate Aceasta multime a tuturor mult iniilor, avind aceeasi putere cu multimea degetelor de la o mina normala, defineste numarul cardinal 5 Pe baza acestei definitii Erege lucreaza sistematic ani de zile, stabil ind toate proprietatile numerelor intregi si publicindii-si partial rezultatele inainte de a le inchega in volum i)ar acum , incet, incet, hai spre casa ca ne-am odihnit destul si pe drum it i voi spune ce i s-a intiin-plat prietenului nostru Erege O bucata de drum am ascultat pasarelele, pe urma am urmarit un sarpe care ne-a taiat drumul, pierzindu-se in desis si dupa ce a st ins Li ne mucul de t igara ce a inocn i t un timp in coltul gurii Teodor Solonar a continuat: Trebuie sa stii ca nu numai Erege lucra in aceasta directie La primul Congres international al Matematicienilor care a avut loc la Ziirich in 1897, teoria multimilor a fost unanim recunoscuta ca avind remarcabile aplicatii in Analiza matematica independent de Erege, se ocupa cu aceeasi problema si Bertrand Russcll El a ajuns la aceeasi definitie a numarului intreg, insa, spre deosebire de Erege, a observat ca terenul pe care se sprijinea intreaga constructie 29 aluneca: notiunea de multime a tuturor multimilor fiind paradoxala ! Cum vine asta? lata cum: o multime poate sa se contina pe ea ca element sau sa nu se cont ina De exemplu: dupa definitia lui Frege numarul zero este multimea tuturor multimilor care nu cuprind nici un element Asadar, mnlt imea zero nu se cuprinde pe ea insasi ca element Sa consideram insa multimea tuturor multimilor de notiuni abstracte Aceasta multime este tot o notiune abstracta, deci ea se cuprinde ca element al acestei multimi si acum iata paradoxul stabilit de Russell: "Cum este multimea T a tuturor multimilor ce nu se cuprind ca element?" 1 Presupunem ca T apartine multimii ca element al ei Dar asta inseamna, prin definitii*, ca T este una dintre multimile care nu se cuprind ca element 2 Presupunem ca T nu apartine multimii ca element a l ei Atunci T se contine ca clement, fiind o multime ce nu se cuprinde ca element! — Extraordinar! Dar acesta este chiar paradoxul lui Epimen ide! — Asa si-a spus si Russell cind i-a scris lui Frege, aratindu-i-1! — si Frege ce-a facut? — Ce sa faca? Lucrarea sa era sub tipar si avea destule alte calitati pentru care merita sa fie tiparita A tiparit-o adaugind,pe ultima fila,сел а cam asa : "Nimic nu-i mai dureros pentru un om de stiinta decit sa-si vada temelia operei sale naruita, chiar in clipa cind a considerat ca a terminat-o"! — stii ce rau imi pare! Dar de ce? in aceste infringeri sta tocmai puterea si frumuseteamatematicilor E foarte adevarat ca teoria multimilor a dus la o criza violenta care a zguduit din temelii lumea matematica multe decenii Dar problemele care se puneau pareau atit de grandioase ineit David Hilbert, unul dintre cei mai aprigi sprijinitori ai acestor probleme, a spus: ,,Teoria lui Cantor imi parc punctul cel mai admirabil al spir i t ii iu i mate mat ic N inn n i nu noxa alunga din pa rad unt J>e care Cantor l-a creat pentru noi" Vezi dar ca, urrnind exemplul primilor oameni si matematicienii si-au creat rin mm paradis sau, mai bine zis si-1 creeaza mereu , fiindca nu tot i i i vad ia tel si nici nu aleg aceleasi m ijloace de rea lizare Numai ca aceste probleme ma depasesc Se poate Mie mi e de ajuns sa stiu ca daca te avinti in regiunile matematice stapinite de multimile infinite, risti sa te infrunte nn paradox in privinta asta, iar am sa te contrazic Risti sa te infrunte un paradox si in regiunile cu multimi finite! Afla ca tot Russell a stabilit si urmatorul paradox, de data aceasta legat de o multime finita de numere Vite i: consider multimea tuturor numerelor determinate prin mai putin de 16 cuv inie O as 'inviii a mult inie este finita cac i fiecare dintre numerele viza te necesita un numar finit de cuvin ti ca sa fie exprimat Sa-mi formez un exemplu: "Douazeci si trei milioane patru sute de tini treizeci", pinaaiciam 11 cuvinte, mai am drept la 4: opt sute cinei zeci Fie Desigur ca poti considera si un numar !' ic N cel mai mic numar intreg care nu poate fi definit prin cincisprezececuvinie" Prin aceasta propozitie am definit perfect un numar care face parte din multimea consiliera ta , fiindca el este de fin it pri ii exact 15 cuvinte Dar iu acelasi timp, se afirma ca acest numar nu poate fi definit prin 15 cuvinte! i asa-ma in pace!   rei sa li ri i de mine cu asemenea calambururi? Nu rid deloc Lucrurile sini foarte serioase s i stirnesc multa bataie de cap si nelinisti Altora i ii , cred ca nu! Nici mie! (’a dovada, ca n-am mai citit nimic demult in legatura cu aceasta problema, despre care ti-am spus tot ce am stiut' Acum fac nu plan, sa lasam drumul marcat -i sa o luam pe cararuia asta, care taii mai de-a dreptul 31 Bine, sper ca nu ai de gind sa ajungi iar ia "Moara dracului", ca atunci cind ani ratacit drumul! Dupa atitca paradoxuri, eu, drept sa-ti spun,n-as renunta asa de usor la "drumul lung si cunoscut"' Mai ales ca as vrea sa-mi notez, cind vom ajunge acasa, vreo doUa-trei cartulii, asa mai usurele, cu Logica matematica, teoria multimilor Sa nu-ti inchipui ca am de gind sa-mi bag capul sanatos sub Evanghelie, dar stii asa de curiozitate PROBLEMA CELOR sAPTE PODURi DE PE PREGEL sau De ta amuzament ta topologie — C f 1 ca o venit vremea sa-mi arati problema cu care le ia b a i alalta ieri pe Rarau i-am spus prietenului meu in и it inia z i pe paraseste pe o insula pustie! - Opreste-tc, moara stricata! Nici nu magindesc! Vreau sa-ti crei-z conditiile optime in care sa se poata desfasura problema ce mi-ai pregalit-o! Mai ales ca stiu ce ma asteapta: daca-i vorba de labirint, inseamna geometrie,adica ai sa-mi dai sa calculez: "de citi ori? ce lungime? ce suprafata'' -' Nicidecum! Nu te asteapta nici un fel de calcule, desi problema este, intr-adevar, din domeniul geometriei! Labirint, geometrie si nici un calcul! libiei ghicitoarea mea? Ma gindeain sa-ti dovedesc ca poti strabate orice labirint fara firul Ariadiiei si fara sa-i cunosti dinainte planul' — Atunci, las-o mai ieftin! Am spus bine "ghicitoare" sau hai sa-i zicem "amuzament, divertisment ori recreatie matematica' , in orice caz nu Problema de geometrii-cu P mare! inseamna ca vom dezlega impreuna o sarada, si inii va faci o deosebita placere, numai nu inteleg de ce nu ai curajul sa recunosti acest fapt! Sa stii ca ma bucura ca ai si tu o data gust de joaca si iti promit sa te ascult cu aceeasi sei iozitati ca atunci cind imi aratai o problema adevarata! Ba,ca sa nu te mai sfiestisa-i spuisi tu, ca si mine amuzament, lasa-ma sa-ti citesc aceste citcva rinduri copiate cindva pentru tine, dar de carcera sa uit iar si ar fi ramas in portmoneu piua cine к i-eibniz stii' tind Aseiilta-1 pe marele Blaise Pascal- Subiecte’e geometriei sint in sinea lor asa niz,ce marturiseste intr-o scrisoare, numai cu doi ani inainte de a muri: "As dori ca cineva iscusit in matematici si fizica sa se ocupe de jocuri Spiritul omenesc scinteiaza in jocuri mai puternic decit in orice altceva " Poftim dezlegare de la acesti mari inaintasi dar unde te duci si ее cauti? — te caut, am gasit! lata o completare la cade citite de tme, datorata lui Diderot: "Xu stiu daca este vremi raport mtre talentul unui jucator si geniul unui matematician, dar 35 exista unul intre joc si matematici Lasind ia 6 parte ceea Ce intimplarea pune ca nesiguranta pe apuci la stinga si mergi asa pina in punctul B, unde seaflaoraspintie Aici sint trei carari: doua dintre ele se blocheaza si una trece mai departe si te va duce dupa alte peiipctii asemanatoare la centru, dupa care ai de strabatut drumul spre iesire, dupa acelasi tipic Raspintia fiind punctul unde se intilnesc mai multe carari, sa-i zicem acestui punct nuj i n nod se deosebeste de altul prin numarul cararilor, respectiv al liniilor care ajung si pornesc din el ite pilda, X3 este un nod triplu, X, este un nod de ordinul 4, X-, de ordinul 5 (fig 3) si de ce n-ai inceput cu un X2? - Pentru ca nu exista incearca sa-l desenezi tu! lata-1: X2 (fig 4) Ai dreptate, aici nu-i vorba de o laspintie, am ajuns m X2 si merg mai departe pe singura carare ce o am inaintea mea Dar daca ajung in X, nu am carare ca sa merg mai departe? Attinei punctui X, este un nod de ordinul intii i se mai zice si extremitate libera Acestea exista cu adevarat in 39 Fig 3 orice labirint si deci trebuie sa tinem seama de ele, soco-tindu-le printre nodurile impare — Da, orice labirint are cel putin doua extremitati libere: intrarea si centrul, abstractie 1'acind de celelalte infundaturi, pe cind o curba inchisa nu arc nici o extremitate libera  i vorbit de o curba inchisa, eu am sa-ti dau un termen mai general: un drum sau o retea inchisa !nt ot sti numarul cararilor legate de aceste noduri: 4  ’ 5z, 6t, si asa mai departe ' ’ — Ai judecat foarte bine — Pinaaici poate,darmai departenu ma mai dncemintea — J'i se pare, asa esti tu modest din fire! Gindeste-te la faptul ca numarul cararilor este n Stai ! () carare porneste de la un nod si ajunge la alt nod, deci facind suma: 3x - 4y 5z - 6t - fiecare carare este socotita de doua ori, asa ca as putea serie: -t- 5z -г 6t f = 2 n 4t — De ce "ai putea" cind poti scrie, fara nici o indoiala! Vite, nti-ti mai ramine decit un fleac si teorema e demonstrata — Rizi de mine? Teorema vorbeste de numarul nodurilor impare, ori relatia pi can? am scris-o cuprinde de-a calma nodurile pare si impare Dar in membrul al doilea este un numar par, ceea се-ti permite sa dai ravas dt drum tuturor nodurilor pare — intr-adever, daca scad diiitr-un numar par un numar par, paritatea lui ramine Pot scrie deci: 3x -g 5z 4- = 2n iar acum in membrul iutii trebuii sa am un numar par, ceea ce este imposibil daca (x z ) nu este pai fiindca 3, 5, sint toate numere impare! Extraordinar, nu-mi vine a crede! Sa stii ca teorema e foarte frumoasa si iiii-i elitar asa de simpla !  u mai spune ! la vezi, nu mai ai prin buzunare niste hirtiutc cu aforisme sau "cugetari" despre jocuri? — in fim-, ti-a v c care l-a intocmit serie ca Riemann se dovedeste a fi 55 un spirit creatur clc o originalitate stralucitor 3 dinu nsiuni Asa, de pilda, spatiul fizic dupa conceptia teoriei relativitatii este un spatiu eu patru dimensiuni, 3 fiind dinii nsiunile spatiului si cealalta a timpului 61 Dar se poate ajunge si la alte generalizari, de <> natura ni ii abstracta Cum nu le putem discuta, aici raniine sa alegem cazul particular al spatiului topologic, cel care ne intereseaza pe noi — Asadar, din cele ce mi-ai spus, cred ca notiunea de spatiu, sa zici ni de spatiu topologic, trebuie sa o iau, mai mult, ca un fel intuitiv de a localiza proprietatile unei multimi de elemente — pe care le numesc puneti' — asupra carora am facut anumite ipoteze? Ar trebui sa mai adaugi ceva, caci nu orice multime de elemente, chiar daca faci asupra lor anumite ipoteze, este un spatiu Ca analogia sa fie deplina, ar trebui sa ti se dea posibilitatea ca sa recunosti in aceasta multime o proprietate a spatiului pe care l-ai intuit, de pilda punctele vecine intre ele — Vrei sa spui ca trebuie sa mi se dea distanta dintre doua puncte? Da ceia care sa poata defini fie distanta dintre dona puncte, fie vecinatatea lor in spatiul topologic, unde se studiaza proprietatile figurilor care nu se modifica la o deformare continua, notiunea esentiala nu-i aceea de distanta intre doua puncte,ci aceea de limita sau de vecinatate dintre doua puncte Numai in geometria care ti-e familiara tie se intilm ste la fiecare pas notiunea de distanta: — o latura a unui triunghi este mai mica decit suma celorlalte doua, patratul ipotenuzei este egal cu suma patratelor celor doua catete,s a m d Poincard spunea ca aceasta geometrie "este cea mai comoda" fata de spatiul cu care sintem familiarizati, sa-i spunem spatiul euclidian cu trei dimensiuni, spat in in care ne-am deprins cu corpurile solide pe care le pipaim, din care ne construim instrumentele de masura si care (cel putin aparent) nu se modifica atunci cind aceste corpuri sint deplasate dintr-un loc in altul Dar daca ne-am fi nascut in alt mediu st din rnosi-stramosi nu am fi cunoscut alta ambianta decit aceea, de pilda, a unui mediu gazos, unde miscarea este legata de deformare, si nu am fi avut nicicind notiunea sau experienta corpului solid, atunci spiritul creator al matematicianului ar fi construit o G2 geometrie in care accentul s-ar fi pus pe aceasta calitate, a deformarii continue a corpurilor cind sint in miscare si ai fi studiat proprietatile ce rainin neschimbate la orice deforman continua, adica ar fi facut topologic Acel matematician mi ar fi avut cum sa se bazeze, in pi imele sale cercetari geometrice,p a t - sl in Europa ? 69 — lira si natural Aceasta s-a intimplat pe   renii a Renasterii Le gasim la loc de cinste in cartile astrologului Cor-nclius Agrippa, scrise la inceputul leacului al XVi-lea Matematicianul francez De la 1 lire,care a trait la sfirsitul veacului al XVii-lea si inceputul celui urmator, a descoperit, din intimplarc, la Biblioteca nationala din Paris, un manuscris, datind din primii ani ai veacului al XlV-lea, in limba greaca, despre patratele magice Autorul, Mantie! Moscopulos, un binecunoscut savant bizantin de la inceputul veacului al XlV-lea, dedica lucrarea sa unui alt invatat din acel veac, N icolae Artavat ,din Smirna,deoriginearmeana, cunoscut mai ales sub numele de Rabdas Pe De iaHire l-a interesat mult acest manuscris si l-a tradus in limba franceza, publicindu-l impreuna cu un studiu personal, in Memoriile Academiei de stiinte din Paris, din 1705 Mai tirziuaceiasi manuscris a fost cercetat si de Paul Tanncry, care stabileste ca in manuscrisul lui Moscopulos nu se vadeste nici o urma araba si ceea ce este si mai interesant, se pare ca Moscopulos ignora complet orice semnificare magica sau talismanica a patratelor magice! Nici macar nu le numea magice ci numere patrate (tetragonon arith-mon) Moscopulos punea problema matematica a formarii acestor patrate si a stabilit, cel clintii, faptul ca nu exista o metoda generala de a le forma, ci ca aceste metode depind de natura patratului Astfel, el a gasit o metoda generala pentru formarea patratelor magice de ordin impar, adica ale jiatratelor in care numarul elementelor de pe o linie este impar: 3,5, si in general (2n -J- 1), apoi o alta metoda pentru patratele de ordin dublu-par, adica acelea in care numarul elementelor de pe O linie se divide la 4, sint deci de forma: 4n si promite o metoda generala, dar nu o da decit sub forma de exemple particulare, pentru patratele impar-pare — inteleg! Acelea in care numarul elementelor de pe o linie, impartite la doi, dau un numar impar, ca G, 10, 14, sau in general (4n -| 2) insa, nu inteleg de ce mentioneaza Tanncry ca lucrarea lui -Moscopulos nu prezinta 70 influente arabe odaia ее mi-ai spus ca problema patratelor magice i si are obir sia in Orient!? — Ei vezi, tocmai aici e toata frumusetea! Daca Alo> copulos a avut in adevar, ca sursa de inspiratie o lucrare de origine greaca mai veche, lucrare care s-ar li pierdui, in seamna ca si grecii si-au pus problema patratelor magice, dar ca un divertisment aritmetic sau o problema de combii natie numerica, fara nici un fel de amestec de natura mistica Pina acum insa nu se cunosc alte lucrari ramase de la greci care sa dovedeasca asemenea preocupari, iot in acest sens patratele magice au fost adoptate de catre matematicienii din veacul al XVii-lea Dc pilda, Fontenclle, secretarul perpetuu al Academiei de stiinte din Paris,' unul dintre savantii cei mai subtili de atunci, subjugat si ci de aceste patrate, justifica astfel pasiunea sa: "nu sint decit un joc dar care-si merita interesul prin dificultatile care ti le crceaza inainte dc a se cunoaste lucrarea lui Alos-copiuos, Pachet de Meziriac a atras atentia asupra lor si el este primul care a stabilit o regula generala de a forma patratele de ordin impar, in cartea pe care publicat-o !n 1‘1 l-von, sub titlul "Probleme distractive si incintatoarc care se fac cu numere" — Dar el de unde le-a aflat? Le-a descoperit in cart i ie lui C ori ie i i us Agrippa si dupa ce le-a despuiat de invelisul lor mistic, le-a prezentat ca recreatii matematice! Datorita lui au ajuns imediat la moda, captind atentia multora dintre marii matematicieni din secolul al XVii-lea, al XVlii-lea si al XiX-iea ! in vestitele "Recreatii matematice" pe care le publica Oza-nam la Paris, in veacul al XVii-lea, patratele magice sint tratate pe larg Autorul tine sa-si precizeze punctul dc vedere: "Ar trebui, fara indoiala, sa ai un spirit cu totul inclinat catre viziuni mistice, ca sa poti stabili vreo relatie intre planete si aceste asezari de numere, dar asa era tonul filozofiei mistice a Janiblicilbr, a Porfirilor si a discipolilor lor Matematicienii moderni, amuzindu-se cu aceste aranjamente, care cer un spirit de combinare destul de 71 A Darer: Melancolia ascutit nu le dau decit importanta care o merita in acest sens" Cum le-a privit Fern-at, despre care, mi-ai spus ca era un as in teoria numerelor? - Fennat? Cu el povestea-i toarte frumoasa Dupa cum ti-am mai spus, Format consilier al Parlamentului din Toul ej d( l !  depasi Despre acestea iti 72 VOi vorbi insa mai tirziu Acum ,,m ,a-ti spun numai ca' dupa moartea lui Fremcle -au gasit -i publicat 880 de patrate magice de ordinul patru, iar printre, manuscrisele ramase de laFermat s-au gasit 14 caiete si multe foi deti-sate pline cu patrate magice intr-o scrisoare a iui catre Mer senne spunea ca "inventia lui Fr niclc" il incinta - prin - • intelegea patratei - magice ;i ca ar (1()r, iteva dintre metodele acestuia, caci acelea inventate de i d conduc la prea multe calcul- ’ intr-o alta scrisoare tot atre Mersenne, se gaseste un patrat magic care are ordinul adica e format din 14-1 le numere: "Patratul acesta este incomplet", scria Fermat, fiindca n-am timp sa-l e^mm pina pleaca curierul El mai cuprinde inca 5 bande 73 exterioare, compuse in asa fel incit patratul de ordinul 22 care se formeaza este tot magic:" - Nu vad de ce patratul despre care-mi vorbesti ar avea ordinul 22? - Socoteste si tu: marginindu-1 cu un riird exterior se adaoga cite un numar de fiecare parte, asadar se tace un patrat cu 14 numere pe latura Adaugind 5 benzi exterioare, patratul se mareste cu 10 numere pe fiecare latura a lui E clar? Acuma da ! Numai nu inteleg cum r ine asta ca patratul ramine magic? - ЕІ, asta este una dintre conditiile suplimentare pe care le-a adaugat Format patratelor magice Asemenea patrate se numesc patrate cu margine si sint construite in asa fel incit daca se scoate marginea, raminc tot nu patrat magic! - Sa stii ca este un amuzament care m-ar amuza si pe mine 1 - Sa stii ca nu-i numai un amuzament! Am citit mai anii trecut i intr-o revista, si imi pare foarte rau ca nu mi-am notat unde ca desi nu stiu care lord ar fi spus: "imi place sa ma ocup cu patratele magice fiindca sint sigili ca nu pot avea nici un fel de intrebuintare practica", azi ele si-au gasit si o aplicatie practica, anume in agricultura siin’tr-iin dispozitiv aplicat la razboaiele de tesut moderne - Cum, si tu nu ai cautat sa urmaresti problema aceasta mai indeaproape? Nu Fiindca n-am mai avut cum Ma din asa de rar pe la Seminarul Matematic "Alexandru Myllcr" din iasi si atunci crezi ca am tirnp sa rasfoiesc toate revistele? Mai ales ca de fiecare data vreau sa-mi lamuresc o anumita problema, care ma tenteaza atunci si cind ma cufund intr-o carte, uit cu totul de celelalte probleme am imbatrinit si eu si nu le mai pot cuprinde pe toate deodata Dar, sa las vaicarelile si sa ne apucam de treaba! stii ce-i ordinul unui patrat magic? - Desigur, ca doar despre el am vorbit pina acum ! Esti numarul elementelor dc pe o linie 71 — Acuma afla ce este constanta i-au numarul magic al unui patrat: este suma numerelor tin cum formez patratul de ordinul 3! — i-a veni si vremea lui! Deocamdata sa terminam problema inceputa: pentru n > 3, n2 este totdeauna mai mare decit 2(n 1) si deci numarul necunoscutelor iste mai mare decit al conditiilor puse, adica al ecuatiilor De aici rezulta si multimea ‘olutiilor La calculele provenind lin rezolvarea unor asemenea ecuatii s-a referit probabil Ferma!, in scrisoarea lui catre Mersenne El era convins ca Franicle descoperise vreun procedeu practic si era, ca si tine, nerabdator sa-l afle si acum sa-ti arat procedeul itti Bachet de Meziriac, care se aplica la patratele dc ordin impar Sa operam deodata atit cu un patrat de ordinul 3 cit si cu unul de ordinul 5 intii desenam cele doua patrate impartite respectiv in 9 si in 25 de casute si in exteriorul lor, pe fiecare latura, se adauga, punctat, in forma de scara alte patrate de aci easi marime ca si casutele din interior (lig 14a si 15a) Fig 14 a 78 o 9 z 5 6 1 3 8 Lig 14 b ; 5 І 4 1 10 3 9 15 14 20 : 7 13 19   25 ; 12 18 24 j •• 17 23 16 І 22 21 Fig ! 5 а 3 16 9 22 15 20 8 21 14 7 25 13 1 19 24 12 * 18 6 11 4 17 10 23 Fig 15 b in felul acesta se formeaza, la primul patrat,3 lin ii oblice paralele cu diagonala dusa dc jos in sus si de la stinga la dreapta, iar in patratul al doilea se formeaza, la fel, 5 linii oblice Pe acestea le umplem, incepind din punctul de jos 79 al primei oblice, cu numerele consecutive de la 1 la 9 si de la i la 25, exact ca in (T) — Bine, am executat Dupa cite vad, s-a transpus astfel pe diagonala despre care ai vorbit linia mediana a tabloului natural (T) si pe cealalta diagonala coloana mediana, asadar acestea vor ramine mai d va obtine patratul magic pe carc-1 doresc? — Da Cele doua patrate magic,- despre care va fi vorba, se vor putea construi fara nici o bataie de cap dacane referim din nou la tabloul natural (T) si ii descifram una dintre, tainele lui magice 80 — Va sa zica, imi umbli si mata, badie, tot cu magia? — si inca ce magie! Asculta si te minuneaza si tu! 'Fiindca vreau sa te emancipez si sa te pun in fata unui patrat magic de ordinul 7 sa formam tabloul natural corespunzator: 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 (T) ' ' 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 Ultimul numar din rindul intii este 7 Folosindu-l numai pe el pot forma toate numerele din rindul doi, numai cu ajutorul numerelor din rindul tatii Vezi cum? — Mare greutate! 7-J- 1 = 8 7 4-2 = 9 7 4* 7 — = 14 Ba, pot merge si mai departe Folosindu-ina, in mod analog, de 14, iti scriu pe nerasuflate si rindul 3: 14-s 1 = = 15, 14 + 2 = 16 14 4- 7 = 21 i — Vezi asta a fost ideea ingenioasa a lui De la Hire El a remarcat ca tabloul (T) poate fi inlocuit cu doua siruri de numere, primul 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 si ai doilea 0, 7, 14,21, 28 35, 42 — s i pe zero de ce l-ai adaugat? C red ca de frumusete, nu? — Ba tocmai de aceea! Puniudu-1 si pe el, rindul al doilea are tot 7 numere ca si primul si, in plus, proceclii d si cu zero la fel ca si cu celelalte numere din acest sir, obtin primul rind din tabloul (T) — Ei si? Unde-s patratele? 81 6 — iata-le! Primul il formez numai cu numerele de la 1 la 7 in prima linie, le asez la intimplare in linia a doua si apoi succesiv in celelalte incep cu primul numar care se afla dupa cel din mijloc in rindul dc mai sus Observa ca astfel nu ai pe nici o linie sau coloana doua numere egale, ci toate sint diferite La fel si pe diagonale — Am prin urmare un patrat magic, mimai ca el nu are toate elementele sale diferite 1 — Adevarat Dar pentru un patrat ajutator, cred ca face fata onorabila! — Am impresia ca incep sa ghicesc restul Nu cumva procedam la fel si cu celelalte 7 numere din rindul al doilea? — Ba da Dar acum liniile se formeaza incepind chiar de la numarul din mijloc — Dar de ce? — Ai sa in te legi si m a i b i ne dupa ce vei ap 1 ica regii 1 a, dar ca sa nu fi curios ti-o spun: in felul acesta eviti pericolul de ase repeta vreun numar in patratul final — Care patrat final? Nu ini-ai vorbit de el 1 — Cind era sa-ti vorbesc, daca ma sicii cu tot felul de intrebari? Sa reluam deci procedeul! Formezi doua patrate magice dc ordinul 7 — sau de orice ordin impar, exceptand trei, despre care vom sta de vorba mai tirziu Constanta primului patrat este egala cu 7 28, iar a celuilalt - — 7 - 147 2 2 — Da in cazul al doilea am o progresii' aritmetica cu ratia 7 Suma este 147 si acum sa fac suma termenilor corespunzatori din cele doua patrate? Da si vei obtine un patrat magic de ordinul 7, care va cuprinde toate numerele de la 1 la 49 si nici un numar din tabloul intii mi se va aduna de doua ori cu acelasi numar din tabloul doi, pentru ca in nici unul dintre cele doua tablouri nu apare acelasi numar de doua ori in aceeasi linie sau coloana iar constanta patratului magic va fi egala cu 82 suma celor doua constante 28 | 147 175, cum te poti convinge si direct 3 5 1 2 6 4 7 6 4 7 3 5 1 2 5 1 2 6 4 7 3 4 7 3 5 1 2 6 1 2 6 4 7 3 5 7 3 5 1 2 6 4 2 6 4 7 3 5 1 7 21 0 14 35 42 28 14 35 42 28 7 21 0 — — — — — — — 28 7 21 0 14 35 42 — — — — 0 14 35 42 28 7 21 — — — — 42 28 7 21 0 14 35 — — — — — 21 0 14 35 42 28 7 — — — — 35 42 28 7 21 0 14 — 83 6" 10 26 J 16 41 46 35 20 39 49 31 12 22 2 33 8 23 6 18 42 45 4 21 38 47 29 9 27 43 30 13 25 7 17 40 28 3 19 36 44 34 11 37 48 32 14 24 5 15 - Asa mai inteleg si - u Numerele din cele doua tablouri ajutatoare le pot varia in tonte chipurile posibile si deci numai din primul sir pot forma pnnpermutarik numerelor de la 1 la 7 - xact 5040 de patrate magice ie tiecare in parte il pot ad ; cu tu tore din cele 5040 de pa trate de al doilea fel si ajung toti 1 1 -sie 25 de milioane — Sint cu mult mai multe caci n-ai tinut seama dc toate posibilitatile de permut -m 1 >a obtii patratele ajutatoare Se Poate, dar ma multumesc si cu atitea As vrea sa regase"c si prin - - sta metoda patratul de ordinul tr i in acest caz unul dmf - patratele ajutatoare tr are liniile sint schimbate Amindoua sint magice, num n ca c i de al doilea l-am format dupa aceeasi regula c si pe cel dintii Rezultatul este un patrat magic insa, in loc de toate numerele de la l la 9, nu gasim decit grupul de 3 numere 5, 1,9 85 — Dupa cum te-ai incredintat, e vorba sa respecti principiul de formare a celor doua patrate, caci nu-i de ajuns ca patratele sa fie fiecare in parte magic, ci sa nu se intim-ple combinatii de numere care sa duca la aceeasi suma in mai multe rinduri diferite, cum a fost cazul ultim Apoi, sa mai tii seama ca, in cazul special n 3, nu orice repartitie a celor 3 numere raspunde conditiilor cerute ca sa se formeze patratul magic Acest lucru il vei vedea si mai clar in cazul patratelor pare Din aceasta cauza la patratele pare nu se aplica nici una dintre metodele despre care am discutat la patratele impare Ba, chiar nici la toate patratele de ordin par nu s-a putut stabili o aceeasi metoda de construire a lor ci a fost necesar sa se desparta patratele parc in de doua ori pare si in patrate impar-parc Mai simple sint, in privinta constructiei, cele de doua ori parc, adica patratele de ordinul 4, 8 4n Pentru acestea, metoda lui De la Hire cere numai urmatoarele modificari: 1 in primul patrat ajutator, numerele care ocupa linia intii trebuie dispuse in asa fel ca celulele simetrice fata de mijloc sa cuprinda numerele echidistante din progresia aritmetica, apoi: 2 in linia a doua se inscriu, in ordinea inversa aceleia din prima linie, numerele considerate Daca patratul este de ord inul patru atunci cu aceste doua linii s-a atins mijlocul lui iar celelalte doua linii care au mai ramas se completeaza prin simetric fata dc linia mediana, adica se repeta intii linia a doua si se termina cu linia intii Daca patratul este de ordinul 8, sau mai mare, atunci se urmeaza ordinea 1—2, de atitea ori cit este necesar pentru a se ajunge la mijloc, dupa care se continua prin simetric fata de linia mediana Pentru patratul al doilea se pastreaza exact aceleasi reguli, numai ca totul este relativ la coloane si nu la linii — Am inteles eu ceva, dar e mai bine sa precizam Mi-ai vorbit de numere echidistante intr-o progresie aritmetica: daca scriu numerele 0, 4, 8, 12, echidistante sint 0 si 12 sau 4 si 8, nu-i asa? 86 — intocmai Cunosti proprietatea lor: acestea au aceiasi suma: 12 Da, si imi inchipui ca tocmai de aceea se si aleg mereu perechi — Nu numai atit, dar se are grija ca aceste perechi sa se alic in casute simetrice pentru ca numai astfel proprietatea lor poate fi valorificata Altfel nu s-ar mai obtine un patrat magic, fapt de cari' te poti convinge usor, nerespec-tind aceste reguli Acum cred ca-i timpul sa aplicam cele spuse Primul patrat il construiesc cu numerele i 2, 3, 4, tinind seama de perechile 1,4 si 2, 3 Al doilea cu numerele 0, 4, 8, 12, si apoi adun numerele corespunzatoare: 1 3 2 4 4 2 3 1 4 1 2 3 1 3 2 4 8 4 4 8 9 7 6 12 12 0 0 12 de unde 16 2 3 13 0 12 12 0 4 14 15 1 4 S 8 4 5 11 10 8 Scriind numerele dupa regula indicata am putut sa vad cum se distribuie perechile de numere pe linii, coloane si diagonale, in asa fel casa se obtina aceeasi suma pretutindeni Nu inteleg de ce mise realizeaza aceasta si iu cazul patratelor do ordin impar-parc? 87 — N-ai decit sa incerci sa aplici regula si la un asemenea caz, de pilda, ia un patret de ordinul 6, si ai sa coBstati singur deosebirea — Asa am sa si fac P> d z numerele din prima linie a primului patrat ajutator si le scriu invers in linia a doua; 2 1 3 4 6 5 5 6 4 3 1 2 2 1 3 4 6 5 o 1 3 4 6 5 5 6 4 3 1 2 2 1 3 4 6 5 0 30 0 0 30 0 24 6 24 24 6 24 12 18 12 12 18 12 18 12 18 18 12 18 6 24 6 24 6 30 0 30 30 0 30 — Acum vad care-i dezastrul ' Patratul pe care l-am format nu mai are proprietatea magica! Se ol t я mc constante, la primul numai pe linii si pe cel- zi de munca incordata, ele iti ofera o destindere tot asa de imbietoare ca si muzica Te fura, pur si simplu ! Pe mine, stiu bine ca m-au prins in vraja lor, si daca imi vor mai trebui lamuriri, sa stii ca-ti scrin, ca sa mi le dai ' PROBLEMA iNTUitiEi SPAtiALE sau Geometria cu patru dimensiuni — iar am uitat pi undeva o manusa, am observat, scotocind in buzunare dupa cheie, ca sa descui usa si care manusa ai pierdut-o acum? ni-a intrebat prietenul meu Teodor Solonar dupa ce am intrat in casa stiu ca la Cimpuiung ai pierdut manusa dreapta si acum tot pe cea dreapta am pierdut-o, asa ca nu-i rost de imperecherea celor doua ramase Ba ar fi, daca te-ai putea deplasa in spatiul cu patru dinu iisiuni, aripostat 1 eodor Solonar cu multa seriozitate Cu ce fel de scamatorie vrei sa ma imbeti, ca sa-mi treaca ciuda? Nu-i nici o scamatorie ci un tapt   it se poate de obisnuit pentru fiintele care traiesc intr-un spatiu cu patru dimensiuni! L ite, da-mi manusa pe care o mai ai si hai cu mine la oglinda Poftim Acum priveste manusa in oglinda si spune-mi pe care o vezi? in oglinda vad manusa care mi-ar prinde foarte bine Cred ca n-ai de gind sa ma sfatui esti sa sparg oglinda ca sa-m i iau manusa drc apta? Nu, dar daca ai fi in spatiul cu patru dimensiuni, o simpla rotatie a manusii in jurul planului oglinzii ar ti 101 in stare sa schimbe pe una in cealalta si atunci in loc de doua manusi de la mina stinga ai avea o pereche! - N-am spus eu ca umbli sa ma imbetien apa chioara ! N-am mai auzit pina acum ca s-ar putea face o rotatie in jurul unui plan in jurul unui punct da, in jurul unei axe, iarasi da, dar in jurul unui plan? Daca-mi inchipui planul infinit, el desparte spatiul in care ne aflam in doua parti fara nici o portita dc trecere de la una la alta ! si atunci, cum vrei sa rotesc manusa? Doar spargind oglinda, asa cum ti-am spus mai inainte! Drept sa-ti spun, nu m-am asteptat la atita dirzenie clin partea intuitiei tale spatiale ! Di1 ce? Oare spatiul nirii, spatiul in care m-am nascut si traiesc, nu аге trei dimensiuni: lungime, latime si inaltime? L'ndc-i a patra? Л patra dimensiune, ca si manusa ta pierduta, se afla undeva! Ca sa te fac sa o intelegi, si sa nu ma mai invinuiesti de scamatorie si mai stiu cu ce, am sa recurg la o analogic' Da-mi, te rog, o foaie de hirtie, un creion si rin foarfece Desenez un triunghi dreptunghic ABC, duc si dreapta xy pe care voi considera-o axa de simetric, fata de care vreau sa mai desenez al doilea triunghi ABC Ca sa nu ma mai obosesc prea mult, tai din hirtie un triunghi egal cu ABC si il asez, intors de cealalta parte a axei xy (fig 16) in planul hirtiei putem presupune ra aceste doua triunghiuri corespund celor doua manusi din spatiu admitind ca linia xy tine locul oglinzii ( uni adica? Adica asa: triunghiurile 1 si 2 sint simetrice fatade xv Daca misc oricum triunghiul 2, in [danul hirtiei nu voi reusi sa-l fac sa coincida cu triunghiul l asa dupa cum nu coincid nici manusile perechi De pilda, daca suprapun B( peste DC, cealalta cateta AB vine in prelungire (fig 17) c i’ ie atunci triunghiul 2 manusa dreapta si 1 cea stinga Dar daca, in locul triunghiului 2, aduc alt triunghi i? in acest caz suprapunerea este posibila in schimb, nu se mai poate regasi triunghiul simetric 2, prin nici mi lei dc miscare in pianul figurii Asezindu l in pozitia de simetrii fata de xy se obtine acum un triunghi nesimetric cu el (fig 18) — E si natural caci tu nu ai mai facut rotatia in jurul axei xy,ci o translatie si o rotatie plana, in jurul unui punct Raminind in planul figurii, nu vei mai avea niciodata posibilitatea sa dispui ca cele doua triunghiuri egale sa se prefaca in doua triunghiuri perechi sau simetrice — Exact! Ca sa ie ai trebuie sa iei unul dintre triunghiurile 1 si sa-l ridici in spatiul cu 3 dimensiuni Observa bine evenimentul: — ridicindu-1, triunghiul 1 dispare din plan El se roteste, de data aceasta, in jurul axei xy si арак din nou in plan, dar dupa ce a fost intors in spatiu Rtpet observatia ta, ca axa xy impartea planul in doua parti si triunghiul 1 nu se putea roti in jurul ei raminind in plan, dar daca folosesti o noua dimensiune, care nu-i cuprinsa in plan, atunci rotatia devine posibila ! Cred ca nu am facut nici o scamatorie si nici nu te-am imbatat cu apa chioara, ce spui? — Nu si totusi da ' Nu pentru ca e adevarat si am inteles foarte bine ca existenta figurilor simetrice din plan ore — sau implica pentru a realiza suprapunerea lor o rotatie a lor in spatiul eu 3 dimensiuni insa, aici intervine scamatoria! — De ce? — Pentru ca daca figura (-te plana, ea nu are dccit dona dimensiuni, ori triunghiul tau de hirtie, oricit de lina ar fi foaia din care a fost taiat, arc trei dimensiuni, are o grosime infinitezimala, daca vrei, insa o are, pe cind manuta mea nu are nici un fel de grosime corespunzatoare urn i a patra dimensiuni! si intoreind-o pe dos, ca pe triunghi, am o manusa intoarsa dar nu pe aceea care-mi lipseste! — Mai intii, nu tr-bum sa excluzi, cu atita siguranta, existenta unei infinitezimale grosimi de dimensiunea a patra, dar lasam aceasta deocamdata la o parte, caci vom mai avea prilej sa ne ciondanim asupra acestei ipoteze Cit priveste intoarcerea manusii tale pe dos, nu ma asteptam sa-ti treaca prin gind asa ceva ! Probabil ca te-a luat gura pe dinainte Л intoarce manusa pe dos, inseamna sa faci exact ceea ce ai facut cind ai avut cele doua triunghiuri 1 si ai incercat sa lesuprapui raminind in plan ! Nu-i vorba de intoarcerea ei pe dos, ei de intoarcerea ei printr-o rotatie 304 Arthur i' у iv cutata in spatiul cu patra dimensiuni si apoi aducerea din nou, in spatiul cu tr"eidnn a s iun i, sub forma ei simetrica ! Am inteles eu procesul de transformare si chiar procedeul, datorita analogiei care mi-ai facut-o, numai ca pe mine, daca nu intorc manusa, numai pravalia din str La-pusneanu ma va scoat stiinta stiu foarte bine ca timpul nu este decit un fel de spatiu iata o diagrama simpla, o inregistrare a mersului vremii Linia aceasta pe care o urmaresc cu degetul, arata miscarea barometrului Este sigur ca Mercurul nu a trasat aceasta linie in nici una dintre dimensiunile general recunoscute ale spatiului si trebuie sa tragem concluzia ca ea a fost trasata de-a lungul dimensiunii Timp — Dar, zise medicul daca timpul este in adevar numai o a patra dimensiune a spatiului de ce nu ne putem misca in timp, asa cum ne miscam in celelalte dimensiuni ale spatiului " Ei vezi, mai Toa! Doctorul este de parerea mea! Sa vedem, ce scrie mai departe? — Ai sa o vezi tu singur, cind ai sa citesti cartea Eu ma opresc aici si te poftesc sa ma urmezi pe cararuia care ti-oi arata-o eu, chiar daca lumea in care te duc ti-ar parea mai fantastica decit aceea a lui Wells Sa zicem ca lumea, adica pamintul si atmosfera inconjuratoare in care am trai noi, sau daca vrei, niste buburuzi minusculi dotati exact cu aceeasi inteligenta si simtire ca a noastra, s-ar reduce la un fir, in forma unui cerc extrem de subtire,dar suficient de dur ca sa nu se intinda, sa se deformeze sau sa se rupa, Ca analogia sa fie perfecta, sa admitem ca s-ar pastra proportiile care exista intre marimea noastra fata de dimen- 113 s* siunile paniintulni nostru, si a lor fata de cerc in asa fel ca buburuzii, care nu se pot misca decit pe acest cerc, sa aiba impresia ca se misca pc o linie dreapta Prin urinare acesti buburuzi nu au decit lungime si nu cunosc alta dimensiune decit lungimea Chiar si atmosfera lor este cuprinsa in unica dimensiune, accesibila lor: lungimea Sa admitem ca acest cerc se roteste in jurul centrului sau si, in acelasi timp, are o miscare dc translatie in spatiu, despre care buburuzii au aflat, iu decursul vremii, desi nu si-o pot imagina Miscarea lor ca si aceste miscari ale pamin-tului lor le-au dat posibilitatea sa-si insuseasca notiunea de timp, si sa stabileasca o masura a timpului, dupa cum si-au stabilit si o geometrie uni-dimensionala exact ca a noastra Ca si noi, ei au observat ca timpul este ireversibil — Bine, dar acesti buburuzi nu au posibilitatea sa comunice direct, decit cu inca doi, cu cel din dreapta si cu cel din stinga — Poate ca tocmai din cauza aceasta au avut mai mult ragaz decit noi, ceea ce ne face sa admitem ca au descoperit si un sistem propriu dc telecomunicatie! Dupa sute si sute de secole de gindire, un Wells-buburuz, convins ca timpul inseamna o noua dimensiune a spatiului sau, yti fi compus acelasi roman fantastic: "Masina timpului11 Cu ea, eroul sau dispare din spatiu, ea si cum ar trece prin materie, cerceteaza lumea din anul S02 701 si apoi se intoarce ia prietenii sai si le spune ce a vazut Le povesteste tot ce a vazut dar nu-i poate face sa inteleaga cum a nu rs De altfel nici el singur nu-si poate preciza directia, desi O stapinestc Buburuzii lui n-au sa-1 inteleaga, fiindca ci nu pot, dar tu si cu mine putem Hai sa-1 urmarim : Sa consideram un sistem de doua axe perpendiculare xot (fig 20) unde prin x'x notam axa spatiului si prin t't axa timpului Buburuzii se pot misca oricum pe axa x'x, intr-un sens sau in celalalt, dar ei sint incapabili sa inteleaga ca exista si alta posibilitate de miscare Simtul lor de orientare nu are alta dispozitie decit aceea de a percepe o singura dimensiune: lungimea insa, fara sa inteleaga cum, ei banuiesc ca pamintul, sau lumea lor x'x, se deplaseaza in directia 114 802 7ГЛ  969 a^s в, Вус  О Вя В х t Fig 20 ot si de acei a au impresia ca,raminind pe loc, ei imbatri-nesc, adica anii trec, fara ca ei sa poata reveni in trecut si acum iata-l pe exploratorul timpului buburuzul -stind de vorba cu prietenii lui B, si B(i apoi, nici una nici doua, biziie, isi intinde aripioarele si a disparut Atunci В si B i se vad pentru intiia oara in viata lor la fata si se minuneaza amindoi de aceasta intamplare extraordinara care contrazice legea conservarii materiei! B( a disparut din lumea lor, nimeni nu-i mai vede, locul ocupat de el este gol si nu-i o iluzie fiindca,prin aceasta intamplare, Bs a reusit sa se intilneasca cu Bd, fapt care nu s-a intamplat niciodata de cind exista lumea lor! in realitate, B, dupa ce s-a desprins din spatiul lui, a mers de-a lungul axei t't in sus pina in dreptul anului 802 701 Acolo a oprit motorul, si-a strins aripioarele si s-a oprit intre alti doi buburuzi din viitor Bv5 si Bvtl La fel dc mare a fost mirarea acestor doi vecini cind ci nu s-au mai putut vedea la fata si din senin, a aparut intre ci un buburuz viu in carne si oase! Dupa peripetiile dc rigoare, atunci cind ar li fost sa fie prins, el a zbughit-o inapoi aparind tot asa 115 8 de neprevazut dupa om si disparuse intre Bs si B,t Pentru aceasta n-a avut decit sa se indrepte de unde era, in directia paralela cu t't pina la t = 1969, cind a intilnit lumea sa Acum cred ca nu mai este pentru tine nici o greutate sa admiti ca ar ii putut tot asa de bine sa se intoarca si in trecut N-avea decit sa o porneasca in directie contrara si sa se opreasca la un t — 10 000 000 ani de pilda! Apoi sa se intoarca in 1969 pornind in directia pozitiva a axei t't Pentru n">i, care avem imaginea clara a planului, adica i spatiului cu doua dimensiuni, iotul pare explicabil Mai mult, putem concepe pluralitatea lumilor unidimensionale, cufundate sau impiast iate in spatiul bidimensional, despre care buburuzii nostri sa n-aiba habar decit daca una dintre aceste lumi s-ar intersecta cu a lor in acest caz s-ar putea sa ajunga si ei la ideea unui voiaj, in acea lume Desi noi vedem clar ca trecerea se face pasind in spatiul cu doua dimensiuni ei nu ar interpreta-o asa! Ei ar avea de facut numai o schimbare de directie, ceea ce ar putea fi considerat ca o invingere a cimpului gravitational, dupa care drumul s-ar continu , tot pe o singura dimensiune, fara sa intervina deloc alta ! si acum sa ne emancipam si sa ne ocupam de alte ginganii cugetatoare cu mai multa libertat -a schimbat si totusi s-a facut un nour in jurul lui Ca si 1 > disparut Unde? Nimeni nu stie, fiindca el nu se mai’ v ic' Pe copil il tii in palma El nu te vede, el vede numai pielea palmei, liniile din palma, sau daca il pui p   masa se va plimba pe ea fara sa stie unde se afla si ca fata de masa este o parte dintr-o mobila mai complicata fara sa poata vedea camera noastra in intregimea ei Acuma il duci inapoi exact asa cum l-ai si luat Cind stau tri st' in jurul mesei, in-trebindu-se mereu ce a putut sa fie cu Ca, deodata, tot asa de neinteles, fara sa deschizi v:-> Usa sau fereastra Fig 21 117 intri pe deasupra camerei lor si ic inapoiezi Copilul, vesel si nevatamat! Ai violat, pentru ei cele mai sigure legi din fizica: legea conservarii materiei caci ai facut sa dispara si sa apara materia, legea impenetrabilitatii materiei solide, caci, neintrind pe usa rezulta ca ai patruns prin pereti ea si cum peretii nu ar exista in adevar, daca ei nu au notiunea de sus si jos, nu si pot imagina ca eu am intrat la ei in casa, in modul cel mai simplu si natural cu putinta, adica pe deasupra, prin a treia dimensiune si iar inteleg ca C2 nu va fi in stare sa le explice ce s-a intimplat cu el, oricit de precoce ar fi — Am putea sa le mai facem o bucurie acestor parinti pe care i-am necajit destul Vezi, si e un copil distrat ea si tine si pierde mereu manusa stinga Uite acolo in colt sint doua manusi de pe aceeasi mina Hai sa luam una dintre ele, sa o invirtim in spatiul nostru si sa o punem inapoi S-a facut Priveste stupoarea tuturor celor din casa! Dar iata ca usa se deschide si vine in vizita un bun prieten al familiei, un mare matematician i'atai ii arata noua intimplare Pe cealalta dinainte o cunostea Liniste! sa-i auzim: Tatal: Fenomenul acesta e si mai curios caci, pe linga disparitia si aparitia materiei,   a reapare, prin imaginea ei simetrica! S-a realizat suprapunerea a doua figuri simetrice, ceea ce contrazice geometria! Profesorul: Nu dragul meu nu-i nici o contrazicere M-ani gindit mult la cele intimplate si cu mi le pot explica, desi, recunosc ca explicatia mea poate aparea absurda Alama: Oricit de absurda ar parea, va rugam sa ne-o infatisati si noua Va fi mai mult decit nelinistea pe care ti-o picura mereu, in suflet, intunericul nestiintei Sotul meu si cu mine am cautat sa ne amintim multe dintre problemele discutate la seni inari i le de matematica, de ti lozul ie, dar degeaba nu am putut ajunge la nici o concluzie Spu-neti-ne cum va explicati fenomenul Profesorul: Admitand ca spatiul are trei dimensiuni Acestea doua pe care le cunoastem noi si inca una, intr-o directie necunoscuta noua Din spatiul cu 3 dimensiuni oricine ar putea veni, prin cea de a treia directie aici aduce sau lua cu sine un 118 obiect si in acelasi timp, ar putea face rotatia in jurul unei drepte exact CU aceeasi usurinta cu care o facem noi in jurul unui punct! Asa cum suprapunem noi, prin rotatia in jurul unui punct doua puncte simetrice fata de un punct, acela ar putea suprapune, prin rotatia in jurul unei axe’ doua corpuri simetrice fata de o axa Bineinteles ca asemenea rotatie nu se poate efectua in spatiul nostru care are numai doua dimensiuni Tatal: si eu i-am spus nevestei mele ca aceasta ar fi singura explicatie, dar ea a ris de mine, mi-a spus ca trebuia sa ma [ac poet daca am o imaginatie asa 1 a desenat proiectia unui tetraedru pe care-1 numea hiper-triunghi, si a unui ’ b, caruia ii spunea hiperpatrat — Mai domol, lasa vorbele goale si arata-mi cum a facut-o? — Dupa ce a observat ca un triunghi echilateral este configuratia care stabileste ca trei puncte pot fi asezate totdeauna la distanta egala unul fata de altul (fig 22), a aratat ca in spatiul in care -e afla el problema era imposibila pentru patru puncte, pe cind intr-un spatiu cu trei dimensiuni, patru puncte se pot aseza in asa fel ca ele sa fie, doua cite doua, la egala distanta unul de altul Considerind punctul D ca nesituat in planul punctelor А, В, C, ci undeva intr-o directie necunoscuta, acesta formeaza virful comun al altor trei triunghiuri echilaterale care au respectiv drept baze cite una dintre laturile triunghiului echilateral ABC Pentru tine, care vezi in spatiu, e simplu sa si vezi in aceasta proiectie un tetraedru (fig 23), dar nu uita ca ei nu si-l puteau imagina cum arata el, ci numai ca aceasta este imaginea, proiectia lui pe un plan! — in adevar, un tetraedru e usor de imaginat, tinind seama de configuratia punctelor Dar un cub? Aici cred ca ar trebui sa intervina miscarea de translatie! — Esti foarte aproape de adevar El a folosit miscarea de translatie si analogia Ca sa obtin un patrat, a spus ol, trebuie sa misc un segment AB intr-o directie perpendiculara pe ea, pina ?v BC — AB Patratul ABC!) are І'Ч 24 J C doua dimensiuni 24) Daca as avei posibilitatea sa dau o miscare de translatie patratului ABCD, intr-o directie perpendiculara j>e planul sau si cu o distanta egala cu AB ceea ce inseamna :n dimensiunea a treia^ atunci el ar putea li reprezentat m proiectie pe planul nostru ca patratul А'ВЧ 'D' (fig 2-V Prin aceasta miscare, fiecare segment al patratului a dat nastere unui nou patrat, deci hiperpatratul din spatiul cu trei dimensiuni e format din 6 patrate, adica an 6 fete diferite, 8 virfuri si 12 laturi care, fiindca nu sint asezate toate in pianul nostru, le voi numi muchii! — Da Rationamentul tau just, dar nu-mi pot da seama de ce nu ar putea v dea si ei cum arata cubul, cind desenul la ('are au a juns a dc clar si simplu de inteles ' Bine, atunci hai sa lac, ni incercare si sa vedem cum arata hipercubul ц Adica vrei sa Spii a ,ii putea stabili proiectia cubului din spatiul cu patru dimensiuni? Mai intii ca nu se   potriveste, fiindca daca desenez un cub pe hirtie am proiectia urnii corp din spatiul cu trei dimensiuni in spatiul cu doua dimensiuni, pe cind aici vrei sa sari de la spatiul cu patru dimensiuni la cel cu doua 1 Cam juca mare pretentie 1 — De ce te opui? Eu procedez sistematic iutii fac proiectia hipercubului in spatiul cu trei dimensiuni si fiindca nu ani posibilitatea sa-ti construiesc obiectul in spatiu, ti-1 transpun printr-o noua proiectie in plan Dar daca vom trece miine pe la Seminarul Matematic, am sa te duc in camera de modele si ai sa vezi proiectia in spatiu a hipercubului si chiar a hipcrtetracdrului ambek executate in sticla De altfel sper ca pina la urma ai sa ini-1 construiesti chiar tu pe hirtie! Mai stii minune? incepe atunci, sa vedem! — Nu fac decit sa imit rationamentul ginganiei C2, Consider un cub si il deplasez intr-o directie perpendiculara pe cele trei muchii care pornesc din A, adica in a patra dimensiune, cu o distanta egala cu muchia cubului Corpul care s-a format prin aceasta miscare in spatiul cu patru dimensiuni este hipercubul si acum am sa ti i desenez presupunind ca el este de sticla, adica transparent, ca sa-i vedem spatiile, planele, muchiile si virfurile Cubul Aii a ajuns, prin deplasare, in pozitia A'H'si, totodata, fiecare din cele 6 fete ale lui a descris un nou cub Asadar, hipercubul are 8 cuburi, pe care le vezi aici in perspectiva (fig 26) — 8 cuburi zici? Eu as inclina sa vad numai 6! Acelea descrise de cele 6 fete ale lui! — Parca mai inainte crai foarte mirat ca ginganiile nu ar putea vedea cubul? Sa ne intoarcem la el (fig 2a;, caci am impresia ca nici tu nu l-ai vazut prea bine! Ai pornit de la patratul ABCD, el a ramas ca Paza in plan si deplasindu-se in spatiu a format a doua baza A'B't 'D' iar de jur imprejur se alatura fi fele nascute de c> le -1 laturi ale patratului Ai dreptate Asadar, cubul de la cari1 am pornit   a forma si el baza hipercubului in spatiul cu -i dimensiuni, 122 acest cub tridimensional corespunde patratului din spatiul nostru? — Da 1 rebuie sa consideri ca fete ale hipercubului aceste cuburi si nu planele, dupa cum si ginganiile bidimensionale trebuie sa-si imagineze cubul marginit de alte patrate si nu de laturile patratului lui! De aceea am spus ca hipercubul e marginit de 8 cuburi ! — Acum incep sa inteleg: 6 cuburi se formeaza din nou si doua exista de la inceput: primul de la care am pornit si ultimul la care ne-am oprit! - insa nu-i numai atit Cubul e format nu numai din cuburi ci si din fete plane in forma de patrate, anume are 24 patrate: 1'2 sint de la cubul prim si de la cel ultim, iar 12 provin din deplasarea muchiilor in numar de 12, ale cubuhi i Aii — Dar nu inteleg cum vine asta, suprafete si volume? Suprafetele nu lac parte din cuburi? 123 — Ba da, exact dupa cum muchiile cubului fac parte din suprafetele care au iesit din planul cu doua dimensiuni Si acum sa numaram muchiile Mai iutii avem 12 muchii ale cubului prim si 12 ale cubului final, fac 24 apoi 8 provenind din miscarea de translat i a c lor 8 virfuri ale cubului AH, deci 32 — Bine, asa parc iar numarul virfurilor nu poate fi decit 16, adica 8 ale primului cub >i 8 ale cubului final Totul este in adevar surprinzator a cum ah noastre nu ne dau posibilitatea sa o sesizam pe a patra 1 Dupa cum ti-am mai spus, sint convins ca tu imi poti arata si cum sint asezate 5 puncte in spatiul cu patru dimensiuni, in asa fel ca doua cite doua sa fie la egala distanta intre ele Da, tot prin analogie Am sa pornesc de la tetraedru si am sa asez al 5-lea punct in spatiu! cu patru dimensiuni, in afara tetraedrului in 1 (fig 27), undeva unde nu-1 pot vcdeacu ochii mei, asa dupa cum ginganiaC, nu putea vedea viri'ul tetraedrului Acum unesc acest virf cu virfurile fiecaruia dintre cele 4 triunghiuri tk tetraedrului si obtin Fig astfel 4 tetraedre laterale care au ca baza tetraedrul de ia care am pornit in h ipertetraedru, la cele 4 triunghiuri echilaterale ale tetraedrului corespund 5 tetraedre, iar ca fete triunghiulare, trebuie sa fie 4 ale tetraedrului mama si alte 6 obtinute unind punctul T cu cele 6 muchii, adica in totul 10 triunghiuri — Exact si muchii? — Muchii? Mi se pare ca tot 10, fiindca tetraedrul avea G si s-au mai format 4, unind virful T cu cele 4 virfuri ale tetraedrului Poate vrei sa-ti spun si cite virfuri are? — Ei, despre asta nu ma indoiesc ca stii, fiindca de la de ai pornit! Ai vrut doar sa gasesti corpul din hiperspatiu care are ca virfuri 5 puncte echidistante, doua cite doua intre ele Ma intreb cum ii rezolva problema daca in loc de 5 puncte ai vrea sa fie 6? — Acuma, mai lasa-o, badie! E la mintea cocosului ca as considera un spatiu cu 5 dimensiuni! — Care va sa zica te-эі emancipat? Zbori prin spatiile cu mai multe dimensiuni de parca te-ai da in scrinciob? in adevar, acum doua-trei ceasuri nici nu banuiam i'a exista asemenea probleme pe lumea asta, iar acum pot sa-l inteleg pe Wells si chiar sa-i dau dreptate, desi, pentru ( i a patra dimensiune nu apartinea efectiv spatiului, fiindca el privea timpul drept a patra dimensiune — Asta numai in "Masina timpului" Dar in "Oameni ea ii", problema are eu totul alt aspect Aici, el introduce : roii lui chiar intr-un spatiu eu patru dimensiuni, — Vrei sa spui ca oameni ca noi sint pusi sa traiasca intr-un spatiu cu patru dimensiuni? — Vezi, ideea iui este ca intr-un spatiu cu patru dimensiuni pot pluti o multime do spatii tridimensionale, tot asa dupa   uni in spatiul nostru exista o infinitate de suprafete cu doua dimensiuni Exact asadupa cum ne-am jucat noi, adineauri, intervenind intr-o lume bidimensionala, niste fiinte care • r putea manevra din spatiul cu patru dimensiuni ar putea interveni asupra unor oameni din lumea noastra Asa se intimpia in acest roman E vorba de un ziarist, dl Barn-staple, care pornise cu masina intr-un concediu de odihna 125 La un moment dat masina derapeaza si cind se uita in jur nu mai cunoaste soseatia pe caro se aflase anterior si, pina la urma, constata ca a intrai in alta lume, locuita de acesti oameni ca zeii El patrunde in acest nou univers din intini-plare fiindca se gasea cu masina pe linia de demarcatie dinti'i spatiul ior si a 1 nostru tocmai atunci cind ci incercau un procedeu de a stabili trecerea dintr-o lume in alta Credeam ca am inte les totul despre a 4-a dimensiune, dar asta nu o mai inteleg! Cum adica linie de demaicatii Prea bine nu stiu sa-ti explic nici cu dar daca recurgem iar la analogia cu planul am putea sa o scoatem la capat Fiintele bidimensionale nu ar simti si nu ar putea vedea un alt pian sau o alta suprafata din a treia dimensiune care s-ar lipi, la un moment dat, dc suprafata lor, fiindca ci nu vad decit in doua dimensiuni Or, aceasta suprafata desi are tot doua dimensiuni, este situata in spatiul cu 3 dimensiuni inchipuicstc-ti, de pilda,un cilindru circumscris unei sfere, de-a lungul cercului Al! (fig 23) Admite ca pe e afla comanda: "numarul din celula 745 se imparte prin numarul din celula 20(16 iar rezultatul se trimite la celula 831" Programul, dupa care va lucra masina, se transmite spre pastrare tot in memoria masinii, intr-un ioc aparte Sa numim deci nr 3 dispozitivul de comanda care asigura procesul de rezolvare automata a problemei De aici pornesc comenzile spre nr 4: dispozitivul aritmetic, adica inspre calculatorul propriu-zis, unde se efectueaza operatiile prescrise Vreti sa stiti cu ce repeziciune? Uneori cite 10 000 de operatii pe secunda, alteori mai mult — si adica, nu s-ar putea ca, la un moment dat, sa se defecteze masina iar rezultatele pe care le furnizeaza sa fie halandala? i — Ba da ! Ca sa se evite asemenea greseli si sa se opreasca depozitarea rezultatelor false, exista dispozitivul nr 5 de control si pentru acest dispozitiv este prevazuta o programare speciala de confruntare a rezultatelor obtinute, fie facindu-se calculele prin alta metoda, fie stabilindu-se, printr-o confruntare logica, veracitatea lor Abia dupa acest control rezultatul este trimis, spre depozitare, in memoria masinii Cind toate comenzile de calcul si verificare au fost executate, intervine comanda de furnizare a rezultatelor, din dispozitivul nr 6, si apoi de oprire a masinii Cam asta-i tot, in linii foarte generale — Acum sa vedem daca am inteles cele ce mi-ai spus: Cind i se pune o problema, operatorul stabileste metoda de rezolvare sub forma unei succesiuni de operatii care trebuie transmise masinii dupa un anumit cod Asta-i programarea Ma intreb numai daca aceasta programare nu cere un timp prea indelung pentru a o realiza in toate amanuntele ei, si daca, odata realizat, programul insusi nu-i prea voluminos? — intrebarile matale, draga unchiule, sint foarte judicioase Tocmai aici se vadeste superioritatea masinilor electronice si rostul programarii Matale, unchiule, iti inchipui ca o programare se face urmind metoda cuiva cart’ ar folosi 155 o masina electrica de calcul: se termina o serie de operatii, se ia creionul, si se noteaza, apoi incep celelalte s a m d cu singura deosebire ca, in loc de a se nota rezultatele pe hirtie cu un creion, ele sint depuse in memoria masinii? — Exact, asa am inteles din cele ce mi-ai spus — Poate e si vina mea ca n-am putut explica mai bine, dar trebuie sa stii ca procesul de programare este mult simplificat prin aceea ca se asigura un foarte mare numar de operatii aritmetice printr-un numar mic de comenzi E greu sa intram in amanunte, acestea le invata operatorul in scopul programarii, dar as putea sa adaug ca tot in vederea rapiditatii o comanda se compune din mai multe parti, fiecare avind o misiune speciala O parte a comenzii determina felul operatiilor ce trebuie executate de calculator; aceasta se numeste codul operatiei; alte parti ale aceleiasi comenzi arata unde se gasesc numerele asupra carora trebuie executata operatia si locul unde trebuie sa fie transmis rezultatul cind operatia se termina; acestea sint adresele Mai mult, uneori exista si comenzi pentru executarea unor operatii logice prin care sa se schimbe, daca e necesar, insa si ordinea de transmitere a comenzilor Aceasta se intimpla Іа compararea a doua variante si alegerea celei mai avantajoase, care se stabileste in urma rezultatelor intermediare provenite din anumite ramificatii pe parcurs — Doar nu ai de gind sa-mi spui ca masina ta gindeste singura, ca ea singura are initiativa si ca eu sint la cheremul ei! — Nu-s la cheremul ei, unchiule, dar incolo e asa cum ai spus Ea gindeste pentru mine, cu mult mai repede decit mine si fara sa ezite, cum as face, poate, eu Dar trebuie sa adaug ca ea gindeste ceea ce eu i-am programat sa gin-deasca, ca eu am prevazut toate variantele posibile ale problemei, dupa cum se va ivi o imprejurare sau alta: in cazul A se va aplica formula X, in cazul В se va aplica formula Y Те-ai putut de altfel convinge singur, daca ai urmarit zborul acelei nave] spatiale Apollo-12! Fara calculatoarele electronice, niciodata nu s-ar fi putut realiza 156 aceste zboruri, atit din cauza volumului de calcule, pe care masinile electrice obisnuite, oricit de rapide ar fi fost, nu le-ar fi putut executa decit intr-un timp prea indelungat ca sa mai prezinte vreun interes practic, cit si din cauza deciziilor rapide pe care omul nu le putea lua! Masina nu poate inventa ea singura nimic, dar imi poate alege si furniza datele la care eu nu as avea posibilitatea sa ajung nici intr-o viata intreaga — Vezi, draga Nucule, eu n-as afirma cu atita hotarire ca masina nu va fi cindva in stare sa inventeze si singura! Cine stie daca omul nu va putea duce automatele la o atare perfectiune ineit acestea sa aiba initiativa proprie, sa stabileasca solutii originale? Dar sa fim intelesi, nu in masina am eu aceasta incredere, ci in om ! iata, mi-ai adus aminte de tin strasnic articol al Acad prof Octav Onicescu: Omul si automatele, pe care l-am citit, acum un an sau doi, in-tr-unul din volumele intitulate: Probleme actuale de matematica Aici autorul sugereaza ideea construirii de masini care invata ideeanu pare deloc fantastica fiindca are la baza o analogie dintre cele mai plauzibile, calculatorul electronic fiind comparat cu un reactor atomic Asa dupa cum calculatorul reactioneaza cind omul introduce problema si stabileste rezultatul, in reactorul atomic, in care marimea iui nu depaseste dimensiunile critice, daca un neutron patrunde din exterior se produce o reactie care se neutralizeaza, insa daca marimea reactorului depaseste dimensiunile cri-; tice, atunci neutronul introdus ar putea provoca o reactie in lant, adica ar putea crea ceva nou Prin analogie deci, crearea unei masini electronice in faza supracritica stiu; Nucule, ce vrei sa ma intrebi, dar n-are rost, caci nici autorul si cu atit mai putin eu, nu as putea sa-ti spun ce se intelege prin acea faza supracrilica, care nu-i deloc exclus sa nu se infaptuiasca si mai interesanta mi-a parut o a doua problema discutata in acel articol, anume daca inteligenta umana, creierul omenesc, nu s-ar putea depasi pe sine cu ajutorul automatelor? 157 — Bine, dar, cu sau fara automate, omul progreseaza mereu — Nu, nu-i vorba de acest progres normal, ci de un altul, de o depasire dinainte stabilita, dupa anumite reguli, date de o stiinta stabilita anume, pentru care Acad Oniccscu creeaza si un termen adecvat Ляй’сіЬепісЙса, tot asa dupa cum An’dre Malraux a creat cuvintul Antimemorii'! Dupa cite imi amintesc cuvintul avea urmatoarea justificare: Cibernetica are ca obiect perfectionarea automatelor dupa modelul sistemului nervos central al fiintelor vii; Antici-bernetica va avea ca obiect perfectionarea omului, si a altor fiinte vii, in special a creierului ca organ de gindire, control si conduceri1, pe baza datelor furnizate de masinile electronice 1 — Nu cunosc articolul, dar am auzit si eu despre aceasta problema, domnule Solonar E foarte adevarat ca prin construirea masinilor electronice care isi propun sa imite, cel putin in parte, functiunile creierului, procesul efectiv de construire a acestor masini a facut lumina in unele probleme neclare pina atunci, in ceea ce priveste activitatea cerebrala M-ar interesa acest articol — si pe mine Mai am eu unul de citit dar pe acela cred ca-1 dau gata in noaptea asta sau miine dimineata, asa ca, daca poti, cit mai stai pe aici — Bine, am sa aduc cartea de la Seminarul Matematic, dar am s-o dau intii lui Nucu, ca fiind de specialitate Cred ca la amindoi are sa va faca mare placere si discutia despre geniu, despuiat de catifeaua miraculosului si privit pur si simplu ca munca prin care se reuseste sa se prelucreze si sase valorifice cantitatea necesara de informatii cu privire la o problema data 1 — Am fost totdeauna de parerea asta sf am considerat ca o inteligenta se arata cu atit mai ascutita cu cit stie ce trebuie sa aleaga din multimea cunostintelor pe care le poate avea intr-o anumita chestiune De aceea cred ca Anti-cibernetica poate fi o problema a viitorului — in sprijinul ei vin si masinile care il ajuta pe om sa invete, pina ce vor fi in stare sa invete si ele singure! Masinile 158 care ajuta la invatarea limbilor, acelea care sint introduse in unele scoli experimentale, pentru predarea anumitor obiecte — Parca nu-mi vine sa cred ca in dupa-amiaza asta am inceput, asa in gluma, sa vorbim despre abac si acuma ne framintam mintea cu masinile electronice de calcul Vinovat de placerea asta esti tu, Nucule! — Se putea sa nu-mi gasesti mata o hiba, unchiule, cred ca s-ar face o borta-n cer, daca ar fi altfel! — Ma intreb si eu daca s-ar putea sa nu ai si tu ultimul cuvint? De-ar fi altfel nici tu n-ai fi tu ! — De data aceasta insa, unchiule, nu vreau sa am eu ultimul cuvint, ci Arghezi Am sa-i amintesc domnului Solonar, fiindca mise pare ca se potriveste numai bine citeva versuri dintr-o poezie pe care am invatat-o tot laCimpuhmg, odata cind urcam amindoi pe Runc Ь-voastra mi-o spuneati si eu o repetam, va amintiti? "Cel ce gindeste singur si scormone lumina A dat o viata noua si-un om de fier, masina Fiinta zamislita cu gindul si visarea, Ne-nchipuit mai tare ca bratul si spinarea" iNCEPUTURiLE CALCULULUi DiFERENtiAL sau Cind doi se cearta al treilea cistiga — Nu-ti poti inchipui cu cit interes si placere am citit cartea adusa de tine, asta toamna, de ia Paris, mi-a spus intr-o dimineata Teodor Solonar, pe cind se mai afla la mine in vizita Afara viscolea asa de tare ca am hotarit sa aminam plimbarea proiectata in ajun Am inteles indata ca in mintea prietenului meu se framintao noua problema, asa ca l-am intrebat la ce amanunte anume din cartea lui Temple Bell "Les grands mathSmaticiens" facea aluzie, — Daca ar fi sa ti le insir pe toate, mi-a raspuns el, m-ar apuca primavara aici insa, privind cum se izbesc si se invalmasesc virtejurile de zapada, cine stie prin ce asociatie de imagini, mi-am adus aminte de faptul ca Temple Bell mentioneaza o anumita scrisoare a lui Newton, descoperita abia in 1934 de profesorul More Se intimplasesa fie atunci, cind am luat cunostinta de ea, o zi insorita si eu eram atit de tulburat ca am lasat cartea si am pornit spre padure Fosneau frunzele sub picioarele mele si eu calcam anume unde era gramada mai mare pina m-am trezit, hat departe, spre Tomnatec Chiar si acum m-a cuprins iarasi tulburarea, imi vine sa ma amestec in vifornita de-afara! — Ba eu te rog sa ramii aici si sa-mi spui si mie ce cuprindea scrisoarea aceea Fiind vorba despre Newton, era ceva in legatura cu legea gravitatiei universale? 160 А* nu •''•Scrisoarea asta parca a fost gasita anume, ca sa mai ilustreze o data proverbul nostru: "cind doi se cearta al treilea cistiga" Numai ca, de data asta, toata povestea este asa de fantastica, cei doi care se certau nu erau, de fapt, chiar ei aceia care se certau, cearta dintre ei a continuat si dupa ce ei nu mai traiau iar cel ce cistiga acum, dupa 3 secole, murise cu mult inainte de a fi inceput aceasta cearta, asa ca nici n-a stiut de existenta ei! — Mai badita Teodor, се-ar fi daca n-ai mai face-o mata asa pe misteriosul, ca intr-o povestire cu suspense si mi-ai spune pe sleau, de la inceputul inceputului Vreme avem; cafeaua vine indata, si pina atunci te poftesc sa-ti faci un plan, asa, mai gospodaresc 161 11 — A doua carte cu probleme celebre — Sa nu-ti inchipui ca ai glumit, indemnindu-ma sa-mi fac un plan, a inceput Teodor Solonar, cind m-am asezat la masa, alaturi de el Am nevoie dc unul, si nu stiu daca l-am inchegat cum trebuie, ca sa-ti pot descrie faimoasa cearta care a izbucnit, ca din senin, intre Newton si Leibniz, cu privire la dreptul de prioritate la descoperirea calculului infin itezimal — Despre isaac Newton stiu ca s-a nascut, inainte de termen, chiar in anul in care a murit Galileu Era un copil asa "X;{ -J- ы’ 'x", unde Xj, x2, x3 xn sint radacinile ecuatiei date si w una dintre radacinile unitatii, adica a ecuatiei: z" 1 0 Aceasta este functiarezolvanta Gradul ecuatiei rezolvante va fi indicat de numarul valorilor pe care le poate avea functia t insa in general, in aceasta functie t se pot schimba intre olalta toate radacin ile xt, x2 xn si, la fiecare permutare, t va lua o alta valoare Ecuatia rezolvanta va avea, in general, gradul n!, asadar cu mult mai mare decit acela al ecuatiei propuse Problema se reduce la a gasi cazurile particulare, cind, printr-un artificiu sau procedeu anumit,gradul ecuatiei rezolvante poate fi coborit, asa cum s-a intimplat la ecuatia de gradul 3 sau 4 "Asupra acestui lucru mi-e greu, daca nu imposibil, sa judec apriori'1 scrie Lagrange Caci, pentru ca sa se poata cobori gradul ecuatiei rezolvante, ar trebui ca functia rezolvanta sa pastreze aceeasi valoare, adica sa ramina invarianta la anumite permutari ale radacinilor "iata, spunea tot Lagrange, daca nu ma insel, adevaratele principii pe care se bazeaza rezolvarea ecuatiilor si analiza cea mai potrivita care conduce intr-acolo; dupa cum se vede, totu i se reduce la un fel de calcul al combinarilor prin care se gasesc apriori rezultatele la care te poti astepta!" 202 Prin aceasta observatie Lagrange a atins miezul teoriei grupurilor finite, dezvoltata de Cauchy si perfectionata de Galois, — Nu-ti inchipui cu cila placere urmaresc procesul acesta de plamadire a unei teorii imi face impresia ca el se desfasoara exact dupa aceleasi legi ca si acelea de coacere a piinii Deocamdata se framinta bine faina cu apa si se adauga sarea Cam atita a facut Lagrange Acuma astept sa vad cum pune Cauchy drojdia si, dupa ce va framinta coca bine, sa o lase ia dospit Desigur ca totul e facut, dar, daca nu se pune la copt, degeaba, piinea nu-i buna de min-cat Galois a copt piinea, nu-i asa? — N-ai vrea sa o vezi cum se dospeste? — O da ' Ba chiar te-asruga sa-mi vorbesti ceva si despre Cauchy, fiindca nu stiu nimic despre acest mare intre mari, desi i-ai pronuntat numele in multe si variate ocazii! — August in Cauchy era unui dintre copiii revolutiei S-a nascut in 1789 si a supravietuit numai fiindca tatal lui nu a fost numai un subtil erudit, ci si un excelent parinte si cap de familie in acea epoca de foamete si neagra mizerie, el s-a refugiat cu familia la tara, reusind sa-si creasca copiii, eu putinele legume pe care le cultiva el singur Timp de 11 ani a durat aceasta stare de cvasisalbaticire, scolile erau inchise si fiindca copiii trebuiau educati, Louis Cauchy-tatal a compus manuale de gramatica, de istorie si de morala Ca lectiile sa fie mai usor de retinut, ele au iost scrise in versuri in anul 1800 intreaga familie se reintoarce la Paris, unde Louis Cauchy este numit secretarul Senatului si, in aceasta calitate avea biroul sau in Palatul Luxembotirg De la inceput, Augnstiu a fost adus in biroul tatalui sau i s-a rezervat un colt al lui unde sa poata studia si mai ales sa asculte conversatiile sar ante, pe care le intretinea dc multe ori Louis Cauchy cu prietenii sai ce veneau adesea sa-1 viziteze acolo Printre ei era si Lagrange, pe atunci profesor la Politehnica Acesta a remarcat indata talentul neobisnuit al tinaruiui Augustin pentru matematici si, se spune ca odata, pe cind erau in birou impreuna cu Laplace si cu alti oameni dc stiinta, la observatia ridicata 263 Augustin Cauchy de Laplace in legatura cu atractia lui August in spre matematici, ar fi spus: "il vedeti pe acest tinar? Ne va depasi, oricit de matematicieni am fi" De altlel tatalui i-a dat un sfat, pe care acesta 1-aascultat intocmai: "Nu-tilasa feciorul sa se atinga de cart i de matematica superioara pina la 17 ani, caci daca nu te vei grabi sa-i dai o solida educatie literara, talentul lui il va indeparta pentru totdeauna de literatura si el va deveni un mare matematician dar nu va sti sa scrie corect in limba lui" La liceu obtine toate premiile posibilesi la 16ani se pregateste sa dea examenul de admitere la scoala Politehnica si reuseste al doilea pe lista La acelasi examen, Galois, la 18 ani, cu lucrari matematice originale, va fi respins a doua oara! Cauchy este admis la 18 ani la scoala de ingineri civili si devine inginer la 21 de ani imediat este trimis sa indeplineasca un serviciu impor- 264 tant ia fortificatiile din Chcrbonrg siramine acolo 3 ani Dar obligatiielui ingineresti ii lasau vreme si pentru matematici, iar de ia primele memorii pe care ie-a prezentat Academiei de stiinte din Paris s-a adeverit prevestirea lui La-grange in 1815 publica lucrarea "Asupra numarului de valori pe care le poate lua o functie, cind se permuta, in toate felurile posibil, cantitatile pe carele contine" in ea sc afla baza teoriei grupurilor finite, desi termenul de grup nu-i introdus — in locul lui, fiind folosit cuvintul substitutii — anume, teoria substitutiilor si sisteme de substitutii conjugate Termenul de grup va fi folosit abia ju ste 15 ani de catre Galois — Ce a spus Lagrange cind a citit aceasta lucrare care o continua pe a sa? — Nu a mai putut spune nimic fiindca parasise aceasta lume cu doi ani mai inainte ! Daca ar fi trait, ar fi avut satisfactia de a-si vedea opera iui din tinerete, — avea 31 de ani cind a publicat primul memoriu — prezentata intr-o noua si stralucitoare lum ina de un alt tinar — Cauchy — numai de 26 de ani, care va continua-o, rcluind-o dupa o pauza de un sfert de veac, ca sa o intregeasca intr-o forma perfecta S-a intirnplat cum ai spus tu, Cauchy a pus drojdia in aluat si l-a lasat sa dospeasca Realizarile lui Cauchy sint asa de strinse de acelea ale lui Galois incit voi vorbi despre ele o singura data, cind piinea va iesi calda din cuptor — Atunci sa-l cautam si pe Evariste Galois Cind intervine el in acest proces de creatie? — Pe cit de multe si bogate in amanunte sint informatiile despre Cauchy, ca i-ain putea urmari aproape pas cu pas viata, pe atit de putine si sarace in detalii sint acelea despre viata lui Galois in Darile de seama ale sedintelor Academiei de stiinte din Paris se arata ca in 25 mai 1829 "Cercetarile de algebra ale d-iui Evariste Galois, prezentate de d Cauchy, sint trimise pentru referat", iar in sedinta din 1 iunie 1829 ca: "Di Cauchy prezinta, in numele d-lui Galois, un manuscris, intitulat "Cercetari asupra ecuatiilor algebrice de grad prim", iar d-nii Poisson si Cauchy sint numiti refereati" Galois avea 18 ani 265 Evariste Galois — Perfect! Nici nu se putea o mai buna alegere! — Nici nu-ti dai seama de cita ironie esti capabil — Cum? Dar cine altul putea sa inteleaga mai bine lucrarea lui Galois si sa-i faca un referat mai serios clocit Cauchy, care s-a ocupat de aceasta problema cu 14 ani in urma? si apoi insasi tineretea lui Galois ar li putut sa impresioneze pe Cauchv, amintindu-i de a lui, de sprijinul ЧІ incurajarea pe care i-a dat-o Lagrange! Cum a fost referatul? v Nu a existat nici un referat! C auchy a ratacit lucrarea Dar nu te speria! Nu a fost singura durere a lui Galois din anul acesta Alta a fost aceea ca era respins, a doua oara de la concursul de ia scoala Politehnica unde, printre altii, era profesor si Cauchy care fusese ales in 1816 si membru 2GG al Academiei, recunoscut astfel printre cei mai mari matematicieni ai timpului Dar n-am terminat cu durerile lui Galois din 1829: in iulie se sinucide tatal sau, din cauza unor persecutii si pe linga durerea acestei pierderi de neinlocuit , sc adauga si sarcina de a ingriji de mama sa si de fratele mai mic! Tot atunci depune la Academie lucrarile lui pentru marele premiu, dar secretarul permanent al Academiei, Fourrier, care a luat manuscrisul la el acasa, probabil ca sa-l cercetaze, inoate inainte de a-1 fi restituit! ti-am spus toate acestea ca sa vezi cum poate li viata unuia si cum poate fi a altuia, desi azi amindoi sint considerati, in istoria matematicilor, la acelasi nivel: Cauchy cu 789 memorii care umplu 24 de volume mari, iar Galois cu o cartulie de 60 de pagini! — Acuma, daca-i vorba sa-i facem proces lui Cauchy,’ s-ar gasi o circumstanta atenuanta: in 1829Cauchy nu era inca destul de batrin, ca sa se lase induiosat de tineretea Ultima pagina scrisa de Galois inainte dc duel Abel lui Galois sau de amintiri personale ! El era atunci in floarea virstei, om la 40 de ani, constient de superioritatea lui dar si foarte prins de atitea obligatii sociale Sa nu punem la socoteala decit cursurile care trebuiau pregatite, sedintele de la Academie la care trebuia sa asiste, lucrarile personale, care, daca judecam dupa volumul lor, trebuie sa-i fi luat zilnic multe orc, mai ales ca pe vremea aceea nu existau masini de scris ,w A — in privinta volumului lucrarilor sale stiintifice, lasind la o parte anecdotele care circulau pe seama lor, Cauchy isi poate discuta fecunditatea numai cu doi matematicieni din lume: Euler si Cayley insa, oricit de ocupat ar fi fost, nu-i admisibil sa nu arunci macar o privire asupra unei lucrari cu un continut care-ti era familiar! — Ba da ii erau suficiente ideile si lucrarile lui! — Aici, cam ai dreptate! O mai facuse, cu vreo 3 ani mai inainte, altui tinar de geniu, lui Abel si lui i-a ratacit manuscrisul care a fost publicat, dupa moartea lui Abel, 268 fiindca si Abel moare la 27 de ani! stii ce scrie Abel despre Cauchy, unui prieten al sau? "Am terminat o mare lucrare asupra unei anumite clase de functii transcendente pe care am s-o prezint Academiei de stiinte, luna viitoare Am aratat lucrarea d-lui Cauchy, dar el abia a catadicsit sa arunce ochii asupra ei si, as indrazni sa spun, fara sa ma laud, ca e o lucrare frumoasa Sint curios sa aud parerile institutului " Dar aceste pareri nu le-a putut auzi niciodata, fiindca domnul Cauchy a ratacit si manuscrisul, care, mai tirziu, il va trece pe A,bel printre nemuritori! Exact in anul in care Abel murea in Norvegia, indurerat ca nu-i venea nici o veste, Galois inmina cu emotie si incredere manuscrisul lui, ca sa-i fie pierdut! — E adevarat ca-s coincidente curioase si, totusi, s-ar putea sa nu fie de fapt nimic altceva decit niste coincidente fatale, ale acestor doi tineri minunati, care au trait cam in acelasi timp si ан avut cam aceeasi soarta imi vin in minte versurile, scrise de un frate al lor, intru geniu si destin cam dupa vreo 50 de ani: "Ei doar au stele cu noroc si prigoniri de soarta " — De altfel nici Cauchy, caruia soarta ii surisese cu atita gratie pina acum, nu a fost scutit de sfredelitoarele incercari ale durerii, incepind chiar din 1830 Revolutia din acest an si alungarea regelui Carol al X-lea caruia’ ii jurase credinta, il fac pe Cauchy sa-si paraseasca familia si sa plece in exil — Dar de ce? Facea parte din anturajul regelui? Era politician? — Nu, nici una nici alta Ba nici nu a plecat impreuna cu suita regala, ci asa, de unul singur, in Elvetia ! Se vede ca nu era el chiar prea teafar! in scrisoarea aceea a lui Abel, exista chiar aceasta propozitiune: "Cauchy e nebun" dupa care insa urmeaza relativ la matematici "ceea ce face este excelent" ! Gestul lui a fost considerat ca un donquijotism Din Elvetia pleca in Sardinia unde a fost invitat de regele Carol ATbert,care-i oferea catedra de Fizica-matcmatica de la Universitatea din Turin El primi bucuros propunerea 269 si se apuca sa invete limba italiana 1 imp de doi ani tine cursurile inlimba italiana si ar mai fi stat acolo daca fostul lui rege, care se afla la Praga, n-ar fi avut nastrusnica idee sa incredinteze educarea fiiilnisau, in virsta de 13 ani, acestui supus credincios! — Asta-i colac peste pupaza ! — Avea omul pacate dc ispasit, asa ca trebuia sa si le ispaseasca! A lasat tihna studiului si a plecat la Praga, unde si-a chemat si familia si cinci ani incheiati a dadacit, din zori pina-n noapte, odrasla regala Ar ti continuat aceasta munca istovitoare si necompatibila cu chemarea lui daca nu l-ar fi ajutat colegii lui de la Academie care l-au chemat in Franta aratind ca locul lui exista, fiindca el nu-si daduse demisia, si nici nu era obligat , in calitate de academician sa depuna juramint noului rege! — S-a intors deci in Franta? — Da, povestea e foarte lunga si nostima, dar nu-si are locul aici Atita vreau sa-ti mai spun ca in cei 19 ani cit a mai trait, si-a scos omul din capete si a publicat nu mai putin de 500 de memorii, printre ele si carti, din difeiite domenii ale matematicii, fizicii,mecanicii, astronomici Printre lucrarile lui Cauchy din aceasta perioada , sint citeva care trateaza din nou teoria substitutiilor, sau, cum se numeste azi, teoria grupurilor finite, sintetizind, intr-un sistem unitar, ideile lui Lagrange si ale altor cercetatori El demonstreaza si teorema fundamentala, enuntata de Galois fara a fi demonstrata — Dar atunci Cauchy a cunoscut manuscrisul lui Galois? — Nu era necesar! ti-am mai spus ca teoria pe care o dezvolta Cauchy se acopera perfect eu o parte a teoriei lui Galois si deci a putut ajunge el singur la aceasta teorema Nu-i lipseau lui Cauchy nici spiritul de rigurozitate, — el este acela care il introduce in analiza — si nici ideile Eu cred ca el a uitat de intilnirea cu Galois chiar de atunci, mai ales ca putin dupa aceea a si parasit Franta ! — Da, foarte probabil ca nici nu a banuit vreodata ce dureri neinchipuite a fost in stare sa dezlantuie, in victije celei doi tineri! Pentru el, Abel trebuie sa fi fost un tinar 270 norvegian, ea atitia altii, care a avut ambitia sa stea de vorba cu Cauchy si sa-i prezinte o lucrare Bine, i-a satisfacut dorinta, a fost politicos cu el, ce putea face mai mult? Galois? Un zvapaiat, cam increzut, ce importanta avea pentru el? Era prea ocupat, ca sa-si mai piarda vremea cu toate ambitiile acestor tineri! Daca va fi ceva de capul lor, se vor descurca ei si singuri! Poate ca a gindit asa — Trebuie sa stii ca opera lui Galois a fost cunoscuta de catre matematicieni abia dupa anul 1870, asadar cu 40 de ani mai tirziu cind nici Cauchy nu mai era inviata in acel an,Camile Jordan a publicat vestita sa carte "Tratat despre substitutii si ecuatii algebrice'* in care prezinta pentru prima oara notiunea de grup asa cum a introdus-o Galois si arata cita importanta are ea in teoria generala a ecuatiilor — Dar ce se intelege prin grup? — Prin grup se intelege o multime finita sau infinita de elemente, care satisfac urmatoarele patru conditii; 1 Exista o lege de compozitie (notata Д) care face sa corespunda, la doua elemente oarecari din multimea considerata: a si b, (luate in aceasta ordine) un alt element din aceeasi multime, c, care este compusul celor doua: (а Д b) = c, 2 Legea este asociativa, adica atunci cind intervin 3 sau mai multe elemente din grup, avem: (a A b) А с = а Д (b Д c), unde paranteza arata operatia efectuata, semnul de operatie fiind A- 3 Exista un element neutru, care se mai numeste si ww-tate sau chiar identic notat cu litera "e", astfel ca pentru orice element a din multime sa avem: аДе = еДа = а 4 Fi ecare element admite un element invers л ’, numit si simetric, astfel ca а Да"1 = a-’ A a =e — Trebuie sa-mi dai mai multe lamuriri Mai intii ce intelegi prin clementei — Orice vrei tu, este cu totul indiferenta natura lor: pot fi dar tot asa de bine pot ii multimi de numere, sau functii de orice natura, si cu oricite variabile, pot ii simboluri matematice, pot fi operatii matematice sau operatii care sa se refere la orice domeniu, din orice stiinta Asupra naturii elementelor nu se face nici o ipoteza si nu se pune nici o conditie, in afara de acelea cerute de existenta grupului ca atare — Bine Acuma ce intelegiprin lege de compozitiei — iarasi ceva foarte vag, este operatia prin care, din asocierea a doua elemente, apare al treilea, toate trei insa facind parte din multime De pilda, in cazul numerelor sau multimilor de numere, operatia ar putea fi adunarea, dar tot adunare, desi nu-i vorba de adunarea numerelor, s-ar numi si operatia in cazul cind asocierea elementelor se face dupa o lege care are oarecare asemanare cu adunarea in acest caz, in locul semnului general dc operatie se foloseste chiar semnul -t-, Mai mult, daca legea de compozitie este adunarea atunci elementul neutru, acela care in operatia cu un alt element il lasa neschimbat, este zero: e = 0 — si elementul invers este numarul cu semn schimbat? — Da, caci numai in acest caz: a s- (— a) = (—a) s- a = 0 — Am observat ca si atunci cind ai notat cele 4 conditii si acuma, ai scris de doua ori operatia in cazul elementului neutru si al inversului, de ce? — Aceasta este obligatoriu, fiindca trebuie specificat ca, in cazul acestor doua elemente particulare, operatia are loc atit la stinga cit si la dreapta elementului dat, ceea ce nu se intimpla in cazul a doua elemente oarccari inprima conditie am spus clar ca trebuie bine observata ordinea in care se considera cele doua elemente, fiindca legea de comu-tativitate nu-i obligatorie aici 2 + 5 7 si in cazul adu- narii se pot schimba termenii si scrie 5 -t- 2 — 7 Nu insa si intre elementele din grup ! in general legea de compozitie nu este comutativa si а Д b = b Д a Cind oricare ar fi a si b, а Д b — b Д a, atunci elementele se zic permutabile iar 272 grupul se numeste comutativ Dar operatia, pe care am numit-o lege de compozitie, ar putea fi inmultirea sau ceva asemanator in acest caz, in locul semnului general se foloseste semnul inmultirii algebrice, adica punctul sau nici un semn — Daca e vorba de inmultirea propriu-zisa, atunci clementul neutru este 1, iar inversul lui a este chiar 1 ? a — Asa-i 1 • a = a • 1 = a si a • — = — • a = 1 ’ a a — Dar in cazul inmultirii este indeplinita si comuta-t ivita tea? — Numai daca elementele grupului sint numere, altfel nu De pilda, daca elementele ar fi vectorii, exista o inmultire a vectorilor care nu-i comutativa Dar fiindca te necajeste aceasta necomutativitate, am sa-ti dau un exemplu care te va lamuri Sa admitem ca notez cu a operatia de dublare a unei marimi, iar cu b micsorarea cu 3 a marimii respective Fie x acea marime, careia sa-i aplic succesiv operat iile a si b Prin prima operatie se obtine 2x Aplicind marimii 2x operatia b avem ca rezultat: 2x—3 Acum sa-i aplic lui x operatiile succesive b si a Prin prima operatie se obtine x —3 si aplicindu-i acesteia cea de a doua operatie gasim: 2(x—3) Or, e clar ca 2x — 3 2(x — 3) — Da Asta-i acuma clar N-as putea spune insa acelasi lucru despre grup' Nu stiu cum, dar parca nu-1 am in mina 1 — Sa incercam sa-l prindem ! Sa consider ca lege de compo-pozitie chiar adunarea si ca multime, multimea numerelor naturale Formeaza aceasta multime un grup? — Nu stiu ! Ar trebui sa verific daca sint indeplinite cele 4 conditii! — Bine, incepe! Prima? — Aceasta este indeplinita, prin definirea adunarii caci fiind date doua numere naturale oarecari suma lor: 4-t-5 -9 este un numar natural Chiar si a doua conditie este indeplinita caci adunarea este asociativa: 2-p(4-p6) =( 2 4) 6 insa celelalte doua nu-s, caci nu am element neutru, deoarece zero nu face parte dintre numerele naturale si nici element 273 simetric, caci nu am nici numerele negative! imi pare foarte rau 1 — Da’de cc? Alege-ti tu alta multime care, in conditiile stabilite, sa formeze un grup! — Acuma-i mai usor Cred ca daca am sa consider multimea numerelor intregi, adica adaug pe zero si numerelor negative, am tot ce-mi trebuie ! - Bar daca in locul adunarii, ai fi considerat inmultirea ca lege de compozitie a multimii numerelor intregi, aceasta multime raminea grup? — iar ma incurci! De unde vrei sa stiu, asa pe dinafara? Primele doua conditii sint indeplinite chiar si a treia caci exista 1 dar nu am elementul invers numarului intreg Nu pot scrie 5-x x-5 i Pentru aceasta mi-ar trebui sa adaug acestor numere si numerele fractionare! — Atunci trage concluzia ! — Multimea numerelor rationale este un grup fata de inmultire — in acest caz i se spune si grup multiplicativ Dar oare asa sa fie? — Cum? As fi putut gresi? — De! Omul e supus greselii! Te rog sa-mi spui care-i inversul lui zero? — Extraordinar! Numai la asta nu m-am gindit! Atunci ce facem? — il dai afara pe zero, ca indezirabil, si spui ca multimea numerelor rationale, din care s-a exclus zero, este un grup multiplicativ — Vezi? ti-am spus eu ca-mi scapa grupul printre degete? — Ca sa te familiarizezi cu el, si sa nu-ti mai scape deloc printre degete, ne vom razboi cu un grup de transformari, sau de substitutii, dupa numirea data de Cauchy Cuvintul transformare sau substitutie, aplicat aici, inseamna ca, data fiind o multime finita sau infinita de elemente, fiecarui element din multime ii corespunde un anumit element bine determinat din aceeasi multime iti aduci aminte ca asemenea probleme s-au introdus prin incercarile de rezolvare prin 274 radicali ale ecuatiilor algebrice de ordin superior? si ca succesul lui Lagrangese datoreste faptului ca ol a legat problema rezolvarii ecuatiilor algebrice de a permutarilor radacinilor ei, stabilind ca pot exista functii rationali de aceste radacini care sa ramina invariante la permutarile dintre radacini? Cauchy a facut im pas mai departe, stabilind teoria generala a substitutiilor, iar Galois a aratat, pentru fiecare ecuatie, care este grupul de permutari dintre radacinile ei, dupa caic se recunosc proprietatile caracteristice ale acelei ecuatii, stabi lindu-se daca se poate sau nu rezolva prin radicali Ca sa nu ne incurcam in prea multe calcule, vom alege o multime formata numai din trei elemente a, b si c, pe care ne propunem sa le permutam in toate felurile posibile intre ele Multimea nou obtinuta prin aceste transformari sau permutari va forma obiectul cercetarii noastre — Vrei sa spui ca elementele gropului sint formate din toiite permutarile de trei clemente si ca legea de compozitie este permutarea? - Da De aceea te sfatuiesc sa-mi scrii aici cele 6 permutari caci ai stabilit mai inainte ca sint 6, si anume sa le notezi pe doua rinduri: in rindul de sus clementele in ordinea lor naturala'si in rindul de jos sa indici transformarea respectiva Pentru prescurtare sa numesti fiecare permutare eu cite o litera marc Sa incerc Prima permutare o las neschimbata stii? Parca incep sa intrezaresc ceva ! Aceasta permutare va li elementul neutru si o voi nota cu 1 ! Am deci: — Trebuie sa stabilesti daca aceste 6 elemente formeaza un grup Se obisnuieste a se numi aceasta operatie produs Asa ca foloseste semnul respectiv 275 — incep: prima conditie: produsul a doua permutari, de pilda B,D, este o alta permutare! Voi efectua permutarea asa cum mi-o indica, pe rind, cele doua permutari alese Voi spune deci: a prin В ramine a si a prin D trece in b, apoi b prin В trece in c iar c prin D trece in a si c trece in b iar b trece in c Scriind in acelasi mod ca si pina acum am:  abcl  abcl fa b c  D — la c b] ib c aj  b a c; — incearca si produsul D B Rezulta ca produsul nu-i comutativ, deci grupul, daca va fi grup, nu-i abelian! — Cum? vorbesti asa de usor despre necomutativitate? Nu te mai sperie? iaca nu ! Legea deasociatie nu trebuie sa o ma i verific, caci prin insusi procesul permutarilor ea se verifica ! Ele-mentul neutru sau unitate exista! Este permutarea A si e clar ca A • С = C • A = C ! — Numai cu ultima conditie nu merge deloc! stiu ca trebuie sa fie grup, ca doar de aceea mi l-ai pus inainte, dar cum vine asta? Element simetric sau invers? Dupa definitie ar trebui ca produsul a doua permutari sa dea permutarea identica, oricumle-as face de la dreapta sau de la stinga, inseamna ca trebuie sa iau pe rind si sa incerc toate permutarile, pina aflu rezultatul? — si ce? ti-e lene? Uite, am sa te ajut eu: B B C,C = = A ti-am aratat astfel ca В si C sint si propriii lor simetrici incearca tu produsul D E — Am stabilit astfel inversele elementelor А, В, C, D si E A mai ramas F Dar e simplu, caci si el este propriul 276 lui invers: adica F F == A caci uite, a trece in c si c in a, b ramine pe loc iar c trece in a si a in c ! Prin urmare, domnule Solonar, afla mata, de la mine, ca permutarile formeaza un grup necomutativ! Mai ai ceva de adaugat? — si inca multe si marunte! intii sa-mi stringi toate rezultatele intr-o tabla, exact cum este tabla inmultirii! — Esti cam indraznet! Ce? Aici am facut inmultiri? De la a folosi cuvintul produs si pina la inmultire, mai va, badie! — Ba, sa avem iertare! Nu ai stabilit ca B 1) = C? ca D • В = F? atunci, ce mai vrei? stii cu precizie cit face produsul dintre doua elemente? Cine te opreste sa scrii aceste produse intr-o tabla, ca sa le ai, odata pentru totdeauna, si nu ori de cite ori iti vor trebui sa le mocosesti din nou! Singura conventie este ca, in produsul dintre doi factori, primul sa fie cautat pe linii si al doilea pe coloane Asta din cauza necomutativitatii produsului As mai adauga ca acest grup se numeste de ordinul 6, dupa numarul total de operatii distincte care sint prezente in acest caz Asadar, te rog sa formezi tabla inmultirii! 277 Cred ca 6 este ce) mai mic ordin pe care-i poate avea nn grup de permutari, tinind scama ca cu doua elemente mi ai ce permutari sa mai faci 1 Nu, dar in cazul a trei elemente, se pot iacc st grupuri de ordin mai mic decit 6 iu insuti sper sa-mi stabilesti, cu ajutorul tablei (T), grupuri de ordinul 3, 2 si chiar J! Ca sa te ajut, am sa-ti amintesc conditiile: primele doua sint indeplinite de la sine, dat fiind existenta tablei in noile table trebuie deci sa existe unitatea si clementul invers, atit inseamna ca trebuie sa izolez din tabla rindin tic si coloanele cu mai putine elemente, dar atitea cite or ti, sa indeplineasca conditiile 3 si 4? imi parc ca clementele A D si E formeaza un grup, caci am E   E = D, ED — A — DE ,si DD == E: A 1) E A A D E D D E A E E A D Cu doua A В А А С si А А F A A В А С А F В В А С С А F F А     —J 278 si, in definiiiv pot considera sigrupul format din elementul A caci el fiind element unitate, este si propriul sau invers Deci am si grupul: — Afla ca asemenea grupuri provenite din grupul dat sc numesc subgrupuri, si tu te poti mindri ca ai stabilit teorema fundamentala a grupurilor, enuntata de Galois si demonstrata de Cauchy, anume ca: Orice grup al carui ordin a divizibil printr-un numar prim p, contine cel putin un subgrup dc ordinul p" — Asadar, fiindca grupul considerat de noi era de ordinul fi ai stiut dinainte ca el trebuie sa aiba subgrupe de ordinul 3, 2 si 1 caci aceste numere sint divizorii lui 6! — Ramine sa facem un pas mai departe in teoria grupurilor, caci tabla, dc inmultire n-am facut-o noi, numai asa, de florile marului Prin ea vom pasi inainte spre abstractizarea notiunii de grup Fiindca, dupa cum ai observat, atunci cind a fost sa verificam calitatea de grup a unei multimi, am considerat un grup concret, specilicind din ce lei de elemente anume se compune multimea si care anume este legea de compozitie a elementelor sale Astfel tabla de inmultire a fost stabilita pe bazai relatiilor (1), in ea a fost extrasa esenta, adica proprietatile caracteristici ale grupului dc permutari formate eu 3 clemente, insa, aceasta tabla de inmultire odata stabilita, sc poate opera numai cu ajutorul ei, fara a se mai recurge la formulele (1) Or, experienta ne arata ca exista foarte multe grupuri concrete (ax ind acelasi numar de elemente daca e vorba de un gi-up finit, sau de elemente care pot fi puse in corespondenta biunivoca la nesfirsit cind grupurile sint infinite) care, desi elementele lor sint cu totul diferite, iar legile 279 lor de compozitie sint de alta natura, aceste grupuri au proprietati care se rezuma fie ia acelasi tablou (1), fie se pot traduce printr-un (el de vocabular intocmit anume in acest sens in primul caz, elementele din asemenea grupuri se afla in corespondenta biunivoca si la orice produs din prima grupa corespunde produsul elementelor corespunzatoare din cea de a doua grupa in al doilea caz, am sa aleg, ca exemplu, multimea numerelor reale pozitive, care se pune in corespondenta prin logaritmi, cu multimea tuturor numerelor reale — Dar totalitatea numerelor reale si pozitive formeaza un grup? — Tu ce crezi? — Grup aditiv in nici un caz nu poate fi, caci nu are numerele negative, dar grup multiplicativ? Da, ar putea fi, exista 1 si fiecarui numar ii corespunde un invers ! Atunci care-i vocabularul? — Este aceia pe care-1 cunosti din teoria logaritmilor: in loc de inmultire se face adunare, in ioc de impartire se face scadere, in loc de ridicare la putere se face inmultire, i i loc de exponent se pune coeficient la elementul 1 (neutru) corespunde zero (neutru) la numarul 2 (neutra) corespunde 0,3(<li;3 (logaritmul lui 2) etc etc Asemenea corespondenta biunivoca intre grupele respective se numeste izomorfism, iar grupele se zic ca sint izomorfe Rezulta din aceasta notiune de izomorfism tendinta de a defini un grup abstract in care nu se mai pune accentul nici pe natura elementelor asupra carora se aplica o anumita lege de compozitie, nici asupra realizarii efective a acestei legi, ci numai asupra rezultatelor n, respectiv asupra proprietatilor formale De pilda, se poate da urmatoarea definitie a grupului abstract finit: "O multime de elemente A = 1, B, (', L, a caror lege de compozitie este data de tabla de inmultire (T)," unde (T) ar fi o tabla analoaga cu aceea pe care am stabilit-o noi doi 280 Stai ca-s nauc de tot: "Desi vorbesti pe inteles, eu nu te pot pricepe" De ce? Datorita notiunii de izomorfism, un grup poate ti studiat fie in mod abstract, fie in mod concret, pe un model sau printr-o reprezentare adecvata Am sa-ti dau un exemplu, pe care sint sigur ca ai sa-1 pricepi, fiindca toate elementele cu care vom avea de a face iti sint cunoscute La sfirsitul veacului trecut, Felix Klein a descoperit ca toate rotatiile pe care le face icosaedrul in jurul axelor sale de simetrie formeaza un grup izomorf cu grupul permutarilor radacinilor unei ecuatii algebrice de gradul 5 si de asemenea izomorf cu un alt grup, legat de anumite functii ce se numesc eliptice iata deci, pe de o parte, necesitatea de a studia proprietatile grupului abstract care se degaja din aceste 3grupuri concrete si, pe de alta parte, o splendida imagine geometrica a radacinilor ecuatiei de gradul al cincilea, oferita de rotatiile icosaedrului! 281 — in adevar, nu stiu cum is functiile eliptice, dar, facind abstractie de ele, vad in descoperirea lui Felii Klein si un exemplu legat dc problema pe care ne-am pus-o la inceput, asupra unificarii: trei capitole cu totul disparate, unite intim, in structura lor, eu ajutorul acestei notiuni tic grup abstract Dar miscarile de rotatie ale icosaedrului formeaza un grup? la stai sa cercetez cele 4 conditii: 1 elementele multimii: miscarile de rotatie ale icosae-drultli, legea de compozitie: rotatia in jurul axelor de simetrie ale icosaedrului 2 rotatia dea -t- rotatia de b° rotatia dc (a -t- b= c)Q 3 rotatia neutra = rotatia de 360 4 rotatia inversa exista caci rotatia se poate tace in sens direct si in sens invers Daca miscarile dc rotatie ale icosaedrului formeaza un grup, de ce nu formeaza grup si miscarile de rotatie ale tuturor corpurilor regulate? - Dar cine ti-a spus ca nu formeaza grup? Ele caracterizeaza policdrul respectiv si teoria lor este extrem de interesanta Poate ca, odata si odata, traind si nemurind, vom vedea-o si pe aceasta ' Prin exemplul pe care ti l-am dat, am vrut sa mai trag spuza pe grupul abstract, fiindca procesul de abstractizare s-a copt indelung Cauchy nu a banuit existenta grupului abstract, dar Galois se parc ca a intuit-o Cel putin asa ired ca reiese dintr-un pasaj pe care l-am retinut in linii largi d intr-o prefata scrisa de el cu un an inainte de a muri, lata cam ce scrie Galois: "La inceputul veacului, calculele au devenit asa de complicate incit ar li barat progresul, daca nu ar fi intervenit procedeele elegante ale matematicienilor moderni, cu ajutorul carora mintea cuprinde dintr-o data un marc numar de operatii Cred insa ca si simplificarile intelectuale aduse prin eleganta calculelor au o limita si va veni momentul cind nici pentru transformarile algebrice nu va mai fi timp si loc, ci va fi dc ajuns sa se stie ca au fost prevazute A sari, cu amindoua picioarele, peste calcule, a grupa operatiile, a le clasifica dupa dificultatile lor, iata, dupa parerea mea, misiunea viitorilor matematicieni, iata calea pe 282 care am urmat-o in lucrarea dc fata " Dar acela care trateaza cu toata vigoarea grupurile abstracte este Arthur Cayley, cu vreo 30 de ani mai tinar decit Cauchy De aceea, de multe ori, tabla de inmultire a grupului este numita si "patratul lui Cayley" De altfel cu notiunea dc grup s-a repetat exact acelasi proces care s-a petrecut cu mii de ani in urma, cind primii matematicieni, pe veci necunoscuti, au ajuns la notiunea abstracta de numar, pornind de ia notiunile concrete de: o multime de pietre, sau o multime de degete, fiecare dintre ele fiind puse in corespondenta biunivoca cu: o multime de animale, o multime de scoici, o multime de pesti, o multime de fructe, o multime de oameni s a m d istoria se repeta: Pitagoricienii spuneau: "totul este numar", azi matematicienii spun: "totul este grup" Afirmatia poate fi privita ca exagerata, fiindca exista inca multimi de obiecte matematice care nu se incadreaza in structura de grup insa, prin simplitatea si generalitatea ei, structura de grup se intilneste in foarte multe si variate domenii din matematica, contribuind prin aceasta sa puna in evidenta proprietatile structurale generale ale acestor domenii, privite? la inceput ca separate siparind a nu avea nici un raport intre ele Ar fi de ajuns sa-ti dau ca exemplu numai trei dintre cele mai intinse: Algebra, Geometria si Analiza infinitezimala Camile Jordan in cartea despre care ti-am amintit, are meritul de a fi sintetizat toate rezultatele, din teoria grupurilor, stabilite pina atunci in algebra si teoria functiilor, punindu-le astfel la dispozitia celor ce aveau sa continue aceste cercetari, dar mai are un alt merit deosebit de important Datorita numai iui, doi dintre cei mai dotati tineri matematicieni Sophus Lie si Fclix Klein, veniti atunci la Paris, au hotarit sa se preocupe de aplicarea teoriei grupurilor si in alte ramuri ale matematicilor Asa se face ca Sophus Lie a generalizat notiunea de grup, definind grupurile continue de transformari, si le-a aplicat la rezolvarea ecuatiilor diferentiale Aceste rezultate au dus mai departe la o extindere neasteptata a notiunii de grup, la grupurile care azi se numesc grupuri Lie cu aplicatii variate nu numai in matematici, ci si in 283 fizica matematica Felix Klein a aplicat teoria grupurilor in geometrie, aratind ca fiecare ramura a geometriei se caracterizeaza printr-un grup propriu Astfel geometriei euclidiene ii corespunde grupul miscarilor, fiindca proprietatile geometrice ale figurilor egale ramin invariante prin m iscare — Observ ca alaturi de notiunea de grup apare mereu si aceea de invariant — Fiindca una fara alta nu pot fi concepute Tocmai in aceasta consta unul dintre meritele lui Galois, nu numai ca-i primul care introduce ideea de grup dar aprofundeaza raportul care exista intre ideea de grup si aceea de invariant De pilda, geometria euclidiana, care opereaza cu notiunea de unghi si de raport a doua distante, se definesteca teoria invariantilor grupului de transformari compuse din toate miscarile si din toate transformarile prin asemanare Tot asa, geometria proiectiva trateaza invariantii grupului de transformari proiective A ramas faimoasa lectia inaugurala tinuta de Felix Klein in 1872 la Universitatea din Er-langen Ea este cunoscuta azi sub numele de programul de la Erlangen in aceasta lectie inaugurala Felix Klein arata, pentru prima oara, ca fiecare ramura a geometriei poate fi considerata ca teoria invariantilor unui anumit grup de transformari Pe baza acestui principiu s-a putut extinde teoria grupurilor si la geometria diferentiala si apoi sa se stabileasca legatura fundamentala dintre geometria euclidiana si cele neeuclidiene — Dupa cite imi spui, cred ca-i foarte nimerit aici proverbul: unde dai si unde crapa! Notiunea de grup a fost introdusa la inceput ca un instrument util pentru solutionarea definitiva a problemei rezolvarii ecuatiilor algebrice prin radicali Cind colo, acest instrument s-a dovedit a fi un fel de raza X, cu care s-a putut analiza structura intima a diverselor teorii considerate pina atunci ca distincte si grupa impreuna ! imi pare nespus de rau ca, pentru mine e prea tirziu sa invat matematicile de la inceput ca astfel sa patrund mai adinc in aceste probleme ce-mi par admirabile Exact ca si cum as trece pe linga un cinema- 284 tograf in care ruleaza un film de calitate si eu nu pot patrunde in sala, ci trebuie sa ma multumesc cu cele citeva poze expuse in vitrina ! Ca sa te consolez, am sa-ti redau o imagine foarte sugestiva, pe care am retinut-o din articolul lui Bourbaki, despre care ti-am vorbit azi, imagine din care reiese clar ca nu-i decit o singura matematica ! — Din citeam discutat pina acum, inclin si eu spre aceasta parere, asa ca o astept — iat-o: el spunea ca ai putea sa-ti dai seama de viata interna a matematicilor, dc ceea ce face unitatea si totodata diversitatea ei, daca ai compara-o cu un mare oras in care suburbiile nu inceteaza de a progresa folosind terenurile invecinate intr-un mod oarecum haotic, in timp ce centrul se reconstruieste periodic, de fiecare data dupa un plan mai clar si cu o intocmire mai maiestuoasa, darimind vechile cartiere cu labirintul lor de ulicioare, pentru a lansa catre periferii magistrale mai directe, mai largi si mai comode 1 Cuprins PROBLEMA iNELNtTi Li i iN MATEMATiCa sau Povestea lui Epimenide cel Mincinos 5 PROBLEMA CELOR sAPTE PODi Ri DE PE PREGEL sa u De la a nuizament la topologie 33 PROBLEMA PaTRATELOR MAGiCE sau i inde poate duce o problema de sah 66 PROBLEMA iNTUitiEi SPAtiALE sau Geometria eu patru dimensiuni JOi STRaDANii DE PERTEl TiONARE A PROCEDEELOR DE CALCUL sau De la abac la creierul electronic 133 iNCEPi TURELE CALCi Li Li i DJ PEREN ti AL sau Ciad doi se cearta ai treilea i istiga 160 PROBLE M V ARMONiEi EORMEi OR GEOMETRiCE sau Despre pol hidrele regulate si semircgula tc 197 NOtiUNEA DE GRUP sau Undo dai si unde crapa 254